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บทคัดย่อ  

ปัญหาเก่ียวกับการบิดมีสมการท่ีสามารถแก้ปัญหาเรื่องความเค้นได้อย่างถูกต้องเมื่อหน้าตัดของแท่งบิดมี
รูปร่างพื้นฐาน เช่น สามเหลี่ยมด้านเท่า สี่เหลี่ยม วงกลม เป็นต้น  ซึ่งรูปแบบสมการความเค้นของแท่งบิดหน้าตัด 
สามเหลี่ยมด้านเท่า สี่เหลี่ยม วงกลม นั้นจะแตกต่างกันออกไป อย่างไรก็ตามเมื่อพิจารณาหน้าตัดที่เป็นรูปหลาย
เหลี่ยมที่สมมาตรรอบแกนและด้านของรูปเท่ากันแล้วก็จะพบว่าประกอบขึ้นมาจากรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วย่อยท่ี
เหมือนกันประกอบกันขึ้นมา โดยท่ีรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วย่อยเหล่านี้จะมีรูปร่างการกระจายความเค้นที่คล้ายคลึงกัน
ไม่ว่าหน้าตัดของแท่งบิดจะเป็นสามเหลี่ยมด้านเท่า สี่เหลี่ยมจัตุรัส หรือรูปหลายเหลี่ยมด้านเท่า  งานวิจัยนี้จึงท า
การหาสมการความเค้นสูงสุดของแท่งหน้าตัดหลายเหลี่ยมด้านเท่าที่สมมาตรรอบแกนรับการบิดที่ปลาย  ซึ่งเริ่มต้น
จากการแปลงสมการความเค้นสูงสุดของแท่งบิดหน้าตัดสามเหลี่ยมด้านเท่าให้อยู่ในพิกัดเชิงขั้วและอยู่ในรูปของ
ความยาวด้าน มุมและจ านวนเหลี่ยม จากนั้นน าไปคูณด้วยเทอมปรับค่าความเค้น เพื่อให้สามารถใช้สมการนี้หาค่า
ความเค้นสูงสุดในหน้าตัดสามเหลี่ยมด้านเท่าจนถึงวงกลม โดยเทอมปรับค่าความเค้นนั้นจะเป็นฟังก์ชันของจ านวน
เหลี่ยม ผลการปรับค่าท าให้ได้สมการความเค้นสูงสุดเพียงสมการเดียวที่สามารถบอกค่าความเค้นสูงสุดของแท่ง
หน้าตัดหลายเหลี่ยมด้านเท่าที่สมมาตรรอบแกนรับการบิดที่ปลายซึ่งอยู่ในรูปแบบของสมการทางคณิตศาสตร์ท่ีไม่
ซับซ้อน โดยค่าความเค้นสูงสุดท่ีได้จากการใช้สมการนี้จะมีความแตกต่างไม่ถึง 1 % เมื่อเปรียบเทียบกับค่าความ
เค้นสูงสุดท่ีได้จากงานวิจัยของ K. Lee ซึ่งใช้สมการทางคณิตศาสตร์ขั้นสูงในการวิเคราะห์และใช้เทอมในการ
ค านวณกว่า 50,000 เทอมในอนุกรมอนันต์  นอกจากนั้นเมื่อน าสมการความเค้นสูงสุดท่ีสร้างขึ้นนี้ไปประมาณค่า
ความเค้นสูงสุดในแท่งบิดหน้าตัดวงกลมจะพบว่ามีความแตกต่าง 6.5 % เมื่อเปรียบเทียบกับค่าความเค้นสูงสุดท่ี
ได้จากสมการการบิดของเพลากลม 
ค ำหลัก: การบิดของแท่งปริซึมหน้าตัดหลายเหลี่ยมด้านเท่า , รูปร่างการกระจายความเค้นรอบจุดเซนทรอยด์ของ
แท่งหน้าตัดหลายเหลี่ยมรับการบิด, สมการความเค้นสูงสุดของแท่งบิดหน้าตัดหลายเหลี่ยมด้านเท่า   
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Abstract 
 Stress analysis of torsional problem can be solved by exact solution when cross sections of 
torsional bar have simple shape such as equilateral triangle, rectangular and circle but the equation forms 
are difference. However, regular polygonal cross section is consisted of the same isosceles triangles. 
Stress profiles of isosceles triangle are analogy for torsional bar with any regular polygonal cross section. 
This research is aimed to find maximum stress equation for torsional problem with regular polygonal cross 
section. The first, maximum stress equation of equilateral triangular cross section was converted to polar 
form in function of angular isosceles triangle, length and n-sized polygon. Then it was multiplied by 
adjustable stress term, which is function of n-sized polygon. The adjusted equation is applied to any 
regular polygon from equilateral triangle to the circular cross section for finding maximum stress. Result of 
adjustable stress gave general maximum stress equation for regular polygonal cross section in simple 
form. On comparing this equation with maximum stress equation by K. Lee equation, which infinite series 
are used by 50,000 terms for compute, gave an error less than 1 % and 6.5 % error for approximate 
maximum stress of circular cross section. 
Keywords: Torsion of regular polygon, Stress profiles of regular polygon about centroid, Maximum stress 
equation of torsion bar with regular polygonal cross section.  
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1. บทน า 

การบิด (Torsion) ของเพลากลมนั้นค่าความเค้น
เฉือนในหน้าตัดที่ตั้งฉากกับเพลาจะมีทิศทางอยู่ใน
แนวสัมผัสและกระจายตัวแบบเชิงเส้นกล่าวคือเป็น
ศูนย์ท่ีจุดศูนย์กลางและมากท่ีสุดท่ีขอบของหน้าตัด 
สมการของความเค้นในการบิดของเพลากลมจะมี
รูปแบบท่ีค่อนข้างง่าย ซึ่งมาจากสมมติฐานที่ว่าระนาบ
หน้าตัดไม่มีการบิดเบี้ยวเมื่อมีแรงบิดมากระท าอีกท้ัง
ยังไม่มีการปูดเบี้ยว (warping) ในระนาบหน้าตัดของ
ตัวมันเอง 

การบิดของแท่งปริซึมที่หน้าตัดไม่ใช่วงกลม
ระนาบหน้าตัดท่ีตั้งฉากจะเกิดการปูดเบี้ยวขึ้นและการ
กระจายของความเค้นเฉือนจะไม่เป็นเชิงเส้นแต่เป็น
เส้นโค้งซึ่งจะมีค่าเป็นศูนย์ที่จุดมุมของหน้าตัดและจุด
ศูนย์กลางการบิด 

ปัญหาเก่ียวกับการบิ ดนั้น มีสมการท่ีสามารถ
แก้ปัญหาเรื่องความเค้นได้อย่างถูกต้องเมื่อหน้าตัด
ของแท่งบิดมีรูปร่างง่ายๆ เช่น สามเหลี่ยมด้านเท่า  
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สี่เหลี่ยม วงกลม เป็นต้น ซึ่งรูปแบบของสมการความ
เค้นของแท่งบิดหน้าตัดรูปร่างสามเหลี่ยมด้านเท่า 
สี่เหลี่ยม วงกลม นั้นจะแตกต่างกันออกไป กล่าวคือ
หน้าตัดสามเหลี่ยมด้านเท่า มีรูปแบบสมการแบบหนึ่ง 
สี่เหลี่ยมมีแบบหนึ่ง และ วงกลมก็มีรูปแบบสมการอีก
แบบหนึ่ง ถ้าเราสามารถพัฒนาสมการความเค้นของ
การบิดให้อยู่ในรูปท่ัวไปโดยสามารถใช้ได้กับหน้าตัด
เหลี่ยมใดๆ จะสามารถลดจ านวนสมการความเค้นของ
แท่งบิดหน้าตัดรูปร่างต่างๆให้เหลือเพียงสมการเดียว  
ด้วยเหตุผลนี้จึงมีนักวิจัยหลายๆท่านท าการวิจัยเพื่อ
หาสมการดังกล่าวออกมา ดังเช่น ในปี 1934 B. R. 
Seth [5]น าเสนอสมการการแก้ปัญหาการบิดของคาน
หน้าตัดหลายเหลี่ยมด้านเท่าที่มีด้านจ านวน  ด้าน 
โดยใช้พื้นฐานจากสมการ  Trefftz integral และ 
Schwarz-Christoffel transformation เข้าช่วย ผลคือ 
ได้สมการความเค้นของการบิดของคานหน้าตัดหลาย
เหลี่ยมด้านเท่าที่มีด้านจ านวน  ด้านซึ่งอยู่ในรูปของ
ฟังก์ชันแกมมา และอนุกรมอนันต์ , ปี 2002 W. C. 
Hassenpflug [1] น าเสนอการแก้ปัญหาการบิดของ
แท่งสม่ าเสมอหน้าตัดเป็นรูปหลายเหลี่ยมใดๆ โดยใช้
พื้นฐานของสมการ Trefftz integral ส าหรับฟังก์ชัน
การบิดเชิงซ้อน สมการควบคุมประกอบด้วยอินทิกรัล 
first-order ของ Schwarz-Christoffel mapping และ 
Trefftz integral โดยสุดท้ายจะได้ผลลัพธ์เป็นสมการท่ี
อยู่ในรูปของ explicit corner function, อนุกรมของ 
Frobenius และ อนุกรมของ Taylor ซึ่งสมการนี้
สามารถใช้หาค่าความเค้นบนหน้าตัดรูปหลายเหลี่ยม
ได้, ปี 2005 J. A. Kolodziej [2] และ A. Fraska 
น าเสนอสมการการแก้ปัญหาการบิดในช่วงอีลาสติก
ของแท่งหน้าตัดหลายเหลี่ยมด้านเท่า โดยใช้พื้นฐาน
ของ boundary collocation method ซึ่งเป็นวิธีการท่ี
ง่ายท่ีสุดของ Trefftz method ส าหรับการหาค่า 
Stress function จะเริ่มจากท าสมการควบคุมของ 
Poisson’s ให้อยู่ในเทอมไร้หน่วยจากนั้นใช้วิธี 
boundary collocation method แก้สมการ Poisson’s 
เพื่อหาค่า Stress function แล้วท าการแทนเงื่อนไขท่ี
ขอบลงไป สุดท้ายก็จะได้ Stress function ที่สมบรูณ์ 

ซึ่งสามารถน าไปใช้หาความเค้นที่กระท ากับแท่งบิด , 
ปี 2007 Chein-Shan Liu [3] น าเสนอการแก้ปัญหา
การบิดในช่วงอีลาสติกของแท่งสม่ าเสมอท่ีมีหน้าตัด
เป็นรูปใดๆ โดยใช้พื้นฐานของวิธีการ meshless 
regularized integral equation method (MRIEM) 
การแก้ปัญหาเริ่มจากใช้ First kind Fredholm integral 
equation บนวงกลมปลอมท่ีสร้างขึ้นปิดล้อมรูปหน้า
ตัดแท่งบิด แล้วท าการวิเคราะห์หาค าตอบของ 
conjugate warping function กับความเค้นเฉือนด้วย
วิธี semi-analytical ส าหรับการเลือก regularized 
parameter จะท าตาม minimum principle of laplace 
equation ซึ่งผลท่ีได้จากวิธี MRIEM นี้จะมีความถูก
ต้องเมื่อเทียบกับค่าแท้จริง  และ ปี 2007 K. Lee  [4] 
น าเสนอสมการการแก้ปัญหาการบิดของแท่ง fiber 
หน้าตัดหลายเหลี่ยมด้านเท่าที่มีด้านจ านวน  ด้าน 
โดยใช้พื้นฐานของวิธีการ Complex variable ตาม
หลักการท่ีว่าถ้าหากวงกลมหนึ่งหน่วยสามารถท า 
conformal mapping ลงบนหน้าตัดของแท่งบิดได้ การ
แก้ปัญหาการบิดก็จะสามารถท าได้ด้วยวิธีการ 
complex integral ด้วยเหตุนี้จึงใช้สมการ Schwarz-
Christoffel formula ในรูปของอนุกรมก าลังเพื่อท าการ 
mapping function จากข้างในวงกลมหนึ่งหน่วย ไปยัง
ข้างในหน้าตัดรูปหลายเหลี่ยมด้านเท่า สุดท้ายจะได้
สมการท่ัวไปในการหาค่าความเค้นออกมา โดยท่ี
ผลลัพธ์ของการหาค่าความเค้นสูงสุดมาจากการ
ค านวณซึ่งใช้อนุกรมก าลัง 50,000 เทอม เป็นต้น จะ
เห็นได้ว่างานวิจัยส่วนใหญ่จะอยู่ในรูปแบบของสมการ
ทางคณิตศาสตร์ขั้นสูงท่ีซับซ้อน ส าหรับงานวิจัยนี้จะ
ใช้แนวคิดจากความคล้ายคลึงของรูปร่างการกระจาย
ความเค้นของหน้าตัดรูปหลายเหลี่ยมด้านเท่าต่างๆ
เพื่อหาสมการทางคณิตศาสตร์ท่ีไม่ซับซ้อนส าหรับใช้
ค านวณค่าความเค้นสูงสุดของแท่งบิดหน้าตัดหลาย
เหลี่ยมด้านเท่าโดยจะเปรียบเทียบค่าความเค้นสูงสุด
กับงานวิจัยของ K. Lee (2007)  

2. ทฤษฎีการบิด  
การแก้ปัญหาการบิดที่ถูกต้องจะใช้วิธีการของ 

Semi-Inverse ซึ่ง St. Venant ได้ตั้งสมมติฐานไว้ 2ข้อ 
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คือ การปูดเบี้ยว (warping) ของหน้าตัดจะเหมือนกัน
ในทุกๆหน้าตัดของแท่งบิด [8] และเงาฉาย 
(projection) ของหน้าตัดท่ีปูดเบี้ยวบนระนาบ xy จะมี
การหมุนแบบวัตถุแข็งเกร็ง  โดยสมมติฐานนี้จะน าไป
แก้ปัญหาสมการสมดุลและเง่ือนไขที่ขอบ 

 
รูปท่ี 1 (ก) แท่งปริซึมรับคู่ควบท่ีปลายทั้งสอง [10]  

       (ข) การเปลี่ยนต าแหน่งของจุดบนหน้าตัด [10] 
พิจารณาแท่งปริซึมท่ีมีหน้าตัดใดๆคงท่ี อยู่ภายใต้การ
กระท าของ คู่ควบท่ีบริเวณ ปลายทั้งสองของแท่ง ซึ่งมี
ขนาดเท่ากันแต่ทิศทางตรงกันข้าม (รูปท่ี 1ก)  จุด
ก าเนิดของระบบพิกัด x, y และ z ในรูปตั้งอยู่ท่ีปลาย
ด้านหนึ่งตรงต าแหน่งจุดศูนย์กลางการบิด (Center of 
twist) ของหน้าตัด  โดยแกน z จะผ่านจุดศูนย์กลาง
การบิดของทุกหน้าตัด  พิจารณารูป ท่ี 1ข ซึ่งแสดง
บางส่วนของปลายแท่ง ท่ีจุด  ใดๆบนหน้าตัด
อยู่ห่างจากจุดศูนย์กลางการบิด (จุด A) เป็นระยะ r 
ถูกย้ายไปอยู่ท่ีต าแหน่ง  
เนื่องจากการบิด สมมติว่าไม่มีการหมุนเกิดขึ้นที่
ต าแหน่ง  และมุมของการบิดต่อหนึ่งหน่วย
ความยาว (angle of twist per unit length) ของแท่ง
, , เป็นค่าคงท่ีท่ีมีค่าน้อย การเปลี่ยนต าแหน่ง ในแนว 
x และ y ของจุด  สามารถแสดงได้ดังนี้ [10] 

         (1) 
      (2) 

โดยท่ี     คือ การเปลี่ยนต าแหน่งของเส้น AP ท่ี 
                      ระยะ z จากปลายด้านซ้าย (z=0) 
            x,y และ z  คือ พิกัดของจุด  
             คือ มุมระหว่างเส้น AP และ แกน x 
การปูดเบี้ยวของหน้าตัดถูกนิยามโดยฟังก์ชัน  ซึ่ง
เขียนได้เป็น [8] 

          (3) 
เมื่อ  คือ ระยะเปลี่ยนต าแหน่งในแนวแกน z 

น าสมการ (1), (2) และ (3) แทนค่าลงในสมการ
ความเครียด 3 มิติ จะได้ 

 

  (4) 

   

   
จากนั้นท าการหาองค์ประกอบของความเค้นโดยการ
แทนค่าสมการ (4) ลงในสมการของ Hooke’s Law ใน 
3 มิติ  

 

  (5) 

               
ท าให้ได้ว่าในระนาบของหน้าตัด ท่ีต าแหน่งต่างๆ จะมี
แต่ความเค้นเฉือนกระท า ซึ่งแยกเป็นองค์ประกอบได้ 
2 องค์ประกอบ คือ  และ  
2.1 Prandtl’s Stress Function 

เมื่อน าสมการ (5) แทนค่าลงไปในสมการสมดุลใน
รูปแบบของสมการเชิงอนุพันธ์ 

 

 (6) 

 
เมื่อ  คือ ค่า body forces per unit volume 

โดยไม่คิดค่า body forces สมการสมดุลเชิงอนุพันธ์จะ
ลดลงเหลือ 

  (7) 
ในปี 1903 Prandtl ได้น าเสนอ  และ  ใน

เทอมของ stress function  

    (8) 
จะเห็นได้ว่าสมการความเค้นในเทอม stress function 
นี้ไม่ท าให้ความหมายของสมการ (6) เปลี่ยนแปลง 
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จากสมการ (5) และ (7) ท าให้ได้ 

        (9) 

           (10) 
ท าการก าจัด  โดยท าอนุพันธ์สมการ (9) เทียบกับ y 
และสมการ  (10) เทียบกับ x จากนั้นน าสมการ  (10) 
ไปลบออกจากสมการ (9) 

           (11) 
พิจารณาเงื่อนไขท่ีขอบจากสมการ 

   

       (12) 

   
โดยท่ี  คือ surface forces per unit area 

ในทิศทางของ x, y และ z ตามล าดับ และ  คือ  
มุมท่ีเวกเตอร์ตั้งฉากหนึ่งหน่วย normal ( ) ของ
พื้นผิวพิจารณาท ากับแกน x, y และ z ตามล าดับ 

เง่ือนไขที่ขอบส าหรับพื้นผิวท่ีอยู่ด้านข้างของแท่ง
บิด ซึ่งไม่มีแรงภายนอกกระท าและมีเวกเตอร์หนึ่ง
หน่วย normal ( ) ท ามุมตั้งฉากกับแกน z จะได้ว่า 

 และ  ท าให้
สมการเง่ือนไขที่ขอบลดรูปลงเป็น 

      (13) 

 
รูปท่ี 2 หน้าตัดใดๆของแท่งปริซึมรับการบิด [10] 
จากรูปที่ 2 พิจารณาส่วนเล็กๆบริเวณขอบและ s 

เพิ่มขึ้นในทิศทวนเข็มนาฬิกาท าให้ได้ 

 (14) 
จากสมการ (8) และ (14) สามารถเขียนสมการ 

(13) ได้เป็น 

 (15) 
นั่นแสดงว่า stress function จะเป็นค่าคงท่ีตาม

เส้นขอบของหน้าตัด ส าหรับหน้าตัดแบบ solid 
สามารถก าหนดให้  

ดังนั้นการหาค่าความเค้นบนหน้าตัดของแท่งบิด 
อยู่ท่ีการหาค่าของ  จากสมการ (11) และ 

 ท่ีเส้นขอบของหน้าตัด 
เง่ือนไขที่ ขอบส าหรับปลายทั้งสองของแท่งบิดจะ

พบว่าเวกเตอร์ตั้งฉากหนึ่งหน่วย normal ( ) ของ
พื้นผิวท่ีปลายแท่งขนานกับแกน z เพราะฉะนั้น 

 และเมื่อแทนค่าลงในสมการ
เง่ือนไขที่ขอบจะได้ว่า 

        (16) 

    
ท าการค านวณค่าแรงลัพธ์บนปลายหน้าตัดโดย

แทนค่าสมการ (8) ลงในสมการ (16) และสังเกตว่า 
 ท่ีเส้นขอบของหน้าตัด  จะพบว่าแรง

ลัพธ์ท่ีกระจายบนพื้นผิวที่ปลายแท่งเป็นศูนย์แต่แรง
เหล่านี้จะท าให้เกิดคู่ควบท่ีมีขนาดดังนี้ 

                   

 
ท าปริพันธ์แบบแยกส่วน (by parts) และสังเกตว่า 

 ท่ีเส้นขอบของหน้าตัด  จะได้ค่าแรงบิด 
คือ 

         (17) 
3. หลักการและการวิเคราะห ์

3.1 ความคล้ายคลึงของรูปร่างการกระจายความ
เค้น 
3.1.1 สมการความเค้นของแท่งบิดหน้าตัด
สามเหลี่ยมด้านเท่าและสี่เหลี่ยมด้านเท่า 
3.1.1.1 แท่งบิดหน้าตัดสามเหลี่ยมด้านเท่า 
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รูปท่ี 3 แท่งปริซึมหน้าตัดสามเหลี่ยมด้านเท่า 

สมการของ stress function คือ 

 
(18) 

      ซึง่ได้มาจากการแก้สมการเง่ือนไขท่ีขอบ 
 และสมการ (11)  

จากสมการ (8) จะได้ว่า 

    (19) 

       (20) 
3.1.1.2 แท่งบิดหน้าตัดส่ีเหลี่ยมด้านเท่า 

 
รูปท่ี 4 แท่งปริซึมหน้าตัดสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

สมการของ stress function ได้มาจากการวิเคราะห์
ความคล้ายคลึงของเมมเบรน คือ 

 
(21) 

โดยค่าความเค้นองค์ประกอบหาจากสมการ (8) 
ค่าความเค้นลัพธ์ของหน้าตัดท้ัง 2 คือ 

  (22) 

 
3.1.2 รูปร่างการกระจายความเค้น 

เมื่อหาค่าความเค้นที่ต าแหน่งต่างๆบนหน้าตัด
จากสมการของหน้าตัดสามเหลี่ยมด้านเท่าและ
สี่เหลี่ยมจัตุรัสแล้วน ามาเขียนเป็นรูปร่างการกระจาย
ความเค้นลงบนหน้าตัด 

 
รูปท่ี 5 การกระจายความเค้นของสามเหลี่ยม 

หน้าจั่วย่อย 
จะพบว่าการกระจายความเค้นของสามเหลี่ยมหน้าจั่ว
ย่อยรอบจุดเซนทรอยด์จะมีรูปร่างท่ีคล้ายคลึงกัน โดย
จะมีค่าเป็นศูนย์ที่จุดมุมท้ัง 3 ของสามเหลี่ยมหน้าจั่ว
และมีค่าสูงสุดตรงจุดก่ึงกลางของฐานสามเหลี่ยมหน้า
จั่ว แต่จะแตกต่างกันในเรื่องของแอมพลิจูดของเส้น
โค้งการกระจายความเค้นเท่านั้น นอกจากนั้นการ
กระจายความเค้นของสามเหลี่ยมหน้าจั่วย่อยในหน้า
ตัดเดียวกันจะเหมือนกัน 
3.2 หลักการ 

รูปร่างของ สามเหลี่ยม สี่เหลียม หรือเหลี่ยมด้าน
เท่าใดๆล้วนแล้วแต่มี สามเหลี่ยมหน้าจั่วย่อยประกอบ
กันขึ้นมาเป็นรูปร่างแต่จะแตกต่างกันในเรื่องค่าของ
มุมภายในของสามเหลี่ยม หน้าจั่วย่อย  ดังนั้นถ้าเรา
สามารถแปลงสมการความเค้นของหน้าตัดสามเหลี่ยม
ด้านเท่าโดยให้สมการอยู่ในรูปแบบท่ีเก่ียวข้องกับค่า
มุมภายในของสามเหลี่ยม หน้าจั่วย่อย ความยาวด้าน 
และจ านวนเหลี่ยม ได้ เราก็จะสามารถใช้สมการนี้ค่า



     AMM38 
                           

หาของความเค้นของรูปเหลี่ยมใดๆท่ีมีด้านเท่ากันและ
สมมาตรรอบแกนได้ 
3.3 การวิเคราะห์ 
3.3.1 ความสัมพันธ์ทางเรขาคณิตของรูปหลาย
เหลี่ยมด้านเท่า 

 
รูปท่ี 3 แท่งปริซึมหน้าตัดสามเหลี่ยมด้านเท่า 

เราจะใช้รูปสามเหลี่ยมด้านเท่าเป็นตัวแทนในการหา
ความสัมพันธ์ของรูปหลายเหลี่ยมด้านเท่า 

      ก าหนดให้  และ   
เมื่อ  คือ จ านวนเหลี่ยมของหน้าตัด 
      จากการพิจารณาความสัมพันธ์ของมุมและด้านจะ
พบว่า 

       (23) 

  (24) 

เมื่อ  คือความยาวด้าน   
3.3.2 ค่าความเค้นของแท่งบิดหน้าตัดสามเหลี่ยม
ด้านเท่าในพิกัดเชิงข้ัว 

จากความสัมพันธ์ของมุมบิดต่อหนึ่งหน่วยความ
ยาวกับแรงบิดของหน้าตัดสามเหลี่ยมด้านเท่า [7],[11] 

         (25) 
สมการ (19) และ (20) จะกลายเป็น 

      (26) 

 (27) 
 

ท าการเปลี่ยนรูปสมการความเค้น (26) และ (27) 
ให้อยู่ในพิกัดเชิงขั้ว เนื่องจากเหตุผลของการสมมาตร
ของการกระจายความเค้นของสามเหลี่ยมย่อยรอบจุด
ก าเนิด 

จากความสัมพันธ์ 

 
และสมการ (23) จะได้ว่า 

 
(29) 

 
(30) 

3.3.3 ค่าความเค้นสูงสุด 
ค่าความเค้นสูงสุดบนหน้าตัดใดๆจะเกิดขึ้นที่จุด

บนเส้นขอบหน้าตัดท่ีใกล้จุดศูนย์กลางหน้าตัดมาก
ท่ีสุด [6] 

ดังนั้นจุด  และ  จะเป็นจุดที่
ความเค้นของสามเหลี่ยมด้านเท่า (รูปท่ี 3) มีค่าสูงสุด
จุดหนึ่ง แทนเงื่อนไขนี้ลงใน (29) และ (30) จะได้ 

  (31) 

 (32) 

3.3.4 สมการทั่วไปในการหาค่าความเค้นสูงสุด 
ถ้าหากตั้งจุดก าเนิดอยู่ท่ีเซนทรอยด์ของหน้าตัด

และให้แกน x ตั้งฉากกับด้านของรูปหลายเหลี่ยมด้าน
เท่าแล้ว สมการของความเค้นสูงสุดก็คือสมการของ  

 ท่ีต าแหน่ง   และ  
ด้วยเหตุนี้จึงใช้สมการ  ของสามเหลี่ยมด้าน

เท่าที่ต าแหน่งดังกล่าวเป็นสมการฐาน (basis) แล้ว
คูณด้วยเทอมปรับค่าเพื่อให้กลายเป็นสมการท่ัวไปใน
การหาค่าความเค้นสูงสุดของแท่งบิดหน้าตัดรูปหลาย
เหลี่ยมด้านเท่า 

จากสมการ (32) ท าการแทนค่า n ตั้งแต่ 3 ถึง 10 
จะได้ค่าความเค้นดังตารางท่ี 1 
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ตารางท่ี 1 ค่าความเค้นสูงสุดของแท่งบิดหน้าตัดด้าน
เท่าเหลี่ยมต่างๆ จากสมการของแท่งบิดหน้าตัด
สามเหลี่ยมด้านเท่า 

จ านวนเหลี่ยม (n) ค่าความเค้นสูงสุด 
(max.) 

3  

4  

5  

6  

7  

8  

9  

10  

 
จากงานวิจัยของ K. Lee ซึ่งท าการหาค่าความ

เค้นสูงสุดด้วยสมการอนุกรมอนันต์ โดยใช้เทอมใน
การค านวณ 50,000 เทอม แสดงค่าในตารางท่ี 2 

 
ตารางท่ี 2 ค่าความเค้นสูงสุดของ K. Lee 

จ านวนเหลี่ยม (n) ค่าความเค้นสูงสุด 
(max.) 

3  
4  
5  
6  
7  
8  
9  
10  

 
น าค่าความเค้นสูงสุดจากตารางท่ี 2 หารด้วย 

ตารางท่ี 1 จะได้ค่าดังตารางท่ี 3 
 
 
 

ตารางท่ี 3 ค่าจากการหารของสัมประสิทธิ์ 

 
น าค่าที่ได้ดังกล่าวไปท าการประมาณค่าเส้นโค้ง 

(Fitting Curve) ด้วยการวิเคราะห์การถดถอยแบบ
ก าลังสองน้อยท่ีสุด (Least Squares)  
      จะได้เทอมปรับค่าความเค้นซึ่งเป็นฟังก์ชันของ
จ านวนเหลี่ยมของหน้าตัด ดังนี้ 

           (33) 
โดยท่ีค่าความเชื่อมั่นของเส้นโค้ง (R-Squared) มี

ค่า 0.9973 
เมื่อน าสมการ (33) ไปคูณเข้ากับสมการ (32) ก็

จะได้สมการท่ัวไปในการหาค่าความเค้นสูงสุด 

 
(34) 

4. ผลการวิเคราะห์ 
4.1 เปรียบเทียบค่าความเค้นสูงสุดของสมการที่
สร้างขึ้นกับค่าจาก K. Lee และ Ugural A. C. 
ตารางท่ี 4 เปรียบเทียบค่าความเค้นสูงสุดจากสมการ
ท่ีสร้างขึ้นกับค่าความเค้นสูงสุดจาก K. Lee 

    
3 20.0004595 20.10441 0.517053 

4 4.84528821 4.80799 - 0.77575 

5 1.99879509 1.98257 - 0.81839 

6 1.02895165 1.02556 - 0.33071 

7 0.60266752 0.6034 0.121392 

8 0.38479192 0.3863 0.39039 

9 0.26138982 0.26255 0.441888 

10 0.18604455 0.18692 0.468354 
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ตารางท่ี 5 เปรียบเทียบค่าความเค้นสูงสุดจากสมการ
ท่ีสร้างขึ้นกับค่าความเค้นสูงสุดจาก Ugural A. C. 

    
3 20.0004595 20 - 0.0023 

4 4.84528821 4.80769231 - 0.78199 

6 1.02895165 1.09696551 6.200182 

 
ตารางท่ี 6 เปรียบเทียบค่าความเค้นสูงสุดจาก  K. Lee 
กับค่าความเค้นสูงสุดจาก Ugural A. C. 

    
3 20.10441 20 - 0.52205 

4 4.80799 4.80769231 - 0.006192 

6 1.02556 1.09696551 6.509367 

 
4.2 ค่าความเค้นสูงสุดจากสมการที่สร้างขึ้น
เปรียบเทียบกับค่าความเค้นสูงสุดของสมการการ
บิดของเพลากลม 

จากสมการ (34) เมื่อค่า n มีค่าเป็นอนันต์ สมการ 
(34) ก็จะเข้าใกล้สมการความเค้นสูงสุดของแท่งบิด
หน้าตัดวงกลม 

พิจารณาค่าของ  ในสมการ (34) จะมีค่าเข้าสู่
ศูนย์เมื่อจ านวนเหลี่ยม n เข้าสู่ค่าอนันต์ถ้าระยะจาก
เซนทรอยด์ไปตั้งฉากกับด้านของรูปหลายเหลี่ยมมี
ค่าคงท่ี อย่างไรก็ตามถ้าพิจารณาความสัมพันธ์
ระหว่างความยาวด้านและรัศมีวงกลมแนบใน 
(apothem) จะได้ว่า 

 
รูปท่ี 6 วงกลมแนบในของรูปหลายเหลี่ยมด้านเท่า 

        (35) 
แทนค่า n เป็นค่าอนันต์และสมการ (35) ลงใน

สมการ (34) จะได้ค่าประมาณความเค้นสูงสุดของแท่ง
บิดหน้าตัดวงกลมดังนี้ 

    (36) 
ตารางท่ี 7 เปรียบเทียบค่าความเค้นสูงสุดจากสมการ
ท่ีสร้างขึ้นกับค่าความเค้นสูงสุดจากสมการการบิดของ
เพลากลม 

   
0.67813125 0.63661977 - 6.5 

 
5. วิจารณ์ผลการวิเคราะห ์

ถึงแม้ว่าค่าความเค้นสูงสุดท่ีได้จากสมการ (34) ท่ี
สร้างขึ้นจะมีความแตกต่างจากค่าความเค้นสูงสุดของ 
K. Lee ไม่ถึง 1 % แต่มีความแตกต่างจากต าราอ้างอิง
ของ Ugural A. C. อยู่ประมาณ 6 % ส าหรับกรณีหก
เหลี่ยมด้านเท่า ส าหรับค่าความเค้นสูงสุดของสมการ 
K. Lee และ Ugural A. C. นั้นมาจากวิธีการทาง 
Numerical โดยใช้รูปแบบของสมการอนุกรมอนันต์ใน
การหาค่าความเค้นสูงสุด ซึ่งความถูกต้องของอนุกรม
อนันต์นั้นขึ้นอยู่กับจ านวนเทอมท่ีใช้ในการค านวณ 

เมื่อเปรียบเทียบค่าความเค้นสูงสุดท่ีได้จาก K. 
Lee กับ Ugural A. C. ก็จะพบความแตกต่างอยู่
ประมาณ 6 % ส าหรับกรณีหกเหลี่ยมด้านเท่าเช่นกัน 
เป็นไปได้ว่าจ านวนเทอมท่ีใช้ในการค านวณค่าความ
เค้นสูงสุดไม่เท่ากัน ถ้า K. Lee กับ Ugural A. C. ใช้
จ านวนเทอมในการค านวณเท่ากันแล้วค่าที่ได้อาจจะมี
ความแตกต่างน้อย 

อย่างไรก็ตามสมการ (34) ท่ีสร้างขึ้นนี้สามารถ
น าไปใช้ได้ โดยจะมีค่าความแตกต่างน้อยมาก (ไม่ถึง 
1 %) เมื่อเทียบกับสมการของ K. Lee แต่มีจุดเด่น
ตรงท่ีรูปแบบของสมการอยู่ในสมการทางคณิตศาสตร์
ท่ีไม่ซับซ้อน 

นอกจากนั้นเมื่อน าสมการ  (34) ท่ีสร้างขึ้นนี้ไป
ประมาณค่าความเค้นสูงสุดของแท่งบิดหน้าตัดวงกลม
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ก็จะมีความแตกต่างจากสมการการบิดของเพลากลม
อยู่ 6.5 % ค่าความผิดพลาดนี้สาเหตุหลักๆ มาจาก
ข้อมูลที่ใช้วิเคราะห์การถดถอยเพื่อหาเทอมปรับค่า
ความเค้นมีจ านวนน้อย อย่างไรก็ตามถ้าเพิ่มจ านวน
ข้อมูลที่ใช้ในการวิเคราะห์การถดถอยขึ้นค่าความ
แตกต่างนี้น่าจะลดลง 

6. สรุป ข้อเสนอแนะ และการวิจัยขั้นต่อไป 
สมการ (34) สามารถน าไปใช้หาค่าความเค้น

สูงสุดของแท่งบิดหน้าตัดหลายเหลี่ยมด้านเท่า โดยจะ
มีความแตกต่างจากสมการความเค้นสูงสุดของ K. 
Lee ไม่ถึง 1 % แต่มีข้อได้เปรียบในเรื่องของรูปแบบ
สมการท่ีสามารถน าไปใช้งานได้ง่ายกว่า 

จากรูปร่างการกระจายความเค้นที่คล้ายคลึงกัน
ของสามเหลี่ยมหน้าจั่วย่อยภายในหน้าตัดหลาย
เหลี่ยมด้านเท่า ถ้าเราสามารถหาตัวคูณปรับค่ามาคูณ
เข้ากับสมการ (29) และ (30) ได้ ก็จะได้สมการท่ัวไป
ท่ีสามารถหาค่าความเค้นที่ต าแหน่งใดๆ บนหน้าตัด
หลายเหลี่ยมด้านเท่าได้ 

งานวิจัยขั้นต่อไปจะท าการหาตัวคูณปรับค่า
ดังกล่าว ซึ่งน่าจะเป็นฟังก์ชันของต าแหน่ง มุม และ 
จ านวนเหลี่ยมของหน้าตัด 
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