
    DRC024 
                           

 การประชุมวชิาการเครอืขา่ยวศิวกรรมเครือ่งกลแห่งประเทศไทย ครัง้ที ่25 
19-21 ตุลาคม 2554 จงัหวดักระบี ่ 

  
การควบคมุลกูตุ้มหวักลบัสองชัน้ ด้วยวิธีการควบคมุก าลงัสองเชิงเส้น 

Balancing of Two-Stage Inverted Pendulum by Linear Quadratic Regulator Method 
 

ฐกดั เบญจเลศิยานนท์1* และ วทิติ ฉตัรรตันกลุชยั1  
  

1 หอ้งปฏบิตักิารควบคมุหุน่ยนตแ์ละการสัน่สะเทอืน (CRVLAB) ภาควชิาวศิวกรรมเครือ่งกล  
คณะวศิวกรรมศาสตร ์มหาวทิยาลยัเกษตรศาสตร ์อ. จตุจกัร จ. กรงุเทพฯ 10900 

*ผูต้ดิต่อ: E-mail tac_m@msn.com, เบอรโ์ทรศพัท ์08-9728-7850 
บทคดัย่อ  

บทความนี้น าเสนอการควบคมุการรกัษาเสถยีรภาพของระบบลกูตุม้หวักลบัชนิดสองแกน ซึง่เป็นระบบทีม่ี
ความซบัซ้อน ไม่เชงิเส้น และไม่มเีสถียรภาพ โดยใชว้ิธกีารควบคุมค่าก าลงัสองเชงิเส้น ซึ่งเป็นวธิีการหนึ่งใน
ปญัหาการออกแบบแบบเหมาะทีสุ่ด การออกแบบจะท าการก าหนดค่าน ้าหนักเพื่อการออกแบบใหม้ปีระสทิธภิาพ
ของระบบตามทีต่อ้งการ การออกแบบจะท าการหาสมการทางพลศาสตรข์องระบบและสรา้งแบบจ าลองคณิตศาสตร์
เพื่อใช้ในการออกแบบตวัควบคุม ผลที่ได้จากการจ าลองและการน าไปทดสอบกบัระบบจรงิพบว่าการควบคุม
สามารถให้ผลออกมาได้เป็นทีน่่าพอใจ สามารถทนต่อสญัญาณรบกวนทีใ่หก้บัระบบได้ดี ซึ่งสามารถน าไปเป็น
แนวทางในการควบคมุระบบทีม่ลีกัษณะใกลเ้คยีงกนัได ้ 
ค ำหลกั: ลกูตุม้หวักลบั, การควบคมุก าลงัสองเชงิเสน้, การควบคมุเหมาะทีส่ดุ 
 
Abstract 
 This paper presents the stabilization control of double inverted pendulum system which is a 
complicate, nonlinear and unstable system by linear quadratic regulator method which is an extension of 
optimal control problem. The design will determine the weight to design the desired system performance. 
Design will make the dynamic equation of the system and create a mathematical model for the controller 
design. The results obtained from simulation and its actual testing was able to control the output is 
satisfactory and robust to system’s disturbance which can be used as guidelines for the control another 
similar system.  
Keywords: inverted pendulum, linear quadratic regulator, LQR, optimal control 
 

1. บทน า 
ลกูตุม้หวักลบัเป็นระบบทีถ่กูใชใ้นการศกึษาระบบ

ควบคมุอยา่งแพรห่ลาย เนื่องจากเป็นระบบไม่เชงิเสน้
และมคีุณสมบตัทิี่เป็นระบบไม่มเีสถยีรภาพ ได้ถูกใช้
ในการจ าลองพฤตกิรรมการเคลื่อนทีใ่นธรรมชาต ิเช่น 

การจ าลองการเดินของหุ่นยนต์สองขา การเคลื่อนที่
ของอวกาศยาน เป็นตน้ [1-3] การควบคุมระบบลูกตุม้
หวักลบัใหม้ผีลตอบสนองเป็นทีน่่าพอใจนัน้เป็นเรื่อง
ยาก โดยเฉพาะเมื่ อระบบมีจ านวนองศาอิสระ 
มากกว่าจ านวนอินพุท (Underactuated system) จึง
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ท าให้บ่อยครัง้ที่ระบบลูกตุ้มหวักลบัถูกใช้เป็นเกณฑ์
เปรยีบเทยีบสมรรถนะส าหรบัวธิกีารควบคมุแบบใหม่  

ปญัหาการควบคุมลูกตุ้มหวักลับได้ถูกแบ่งเป็น
ปญัหาหลกั ไดแ้ก่ Swing-up control คอืการควบคุม
ต าแหน่งของลูกตุม้จากจุดสมดุลล่างไปยงัต าแหน่งจุด
สมดุลบน และ Stabilize control คอืการรกัษา
ต าแหน่งของลูกตุ้มที่ต าแหน่งจุดสมดุลบน โดยตัว
ควบคุมสามารถทีจ่ะรกัษาเสถยีรภาพของระบบไว้ได้
แม้ว่าจะได้รบัการรบกวนจากภายนอก และอาจจะมี
ส่วนของ Mode control ส าหรบัการควบคุมการ
เปลี่ยนแปลงการควบคุมของแต่ละปญัหา  ซึ่งได้มผีู้
ท าการศึกษาการควบคุมลูกตุ้มหัวกลับไว้หลาย
รูปแบบ ทัง้วิธีเชิงเส้น วิธีไม่เชิงเส้น การควบคุม
ทนทาน การควบคุมแบบอจัฉรยิะ เป็นตน้ รวมถงึการ
ดัดแปลงรูปแบบของระบบลูกตุ้มหวักลับให้มีความ
ซับซ้อนมากขึ้น อย่างไรก็ตามโดยส่วนมากแล้ว
บทความจะน าเสนอในส่วนของความส าเร็จในการ
ออกแบบระบบควบคุมลูกตุ้มหวักลบัด้วยการจ าลอง
เชิงตัวเลขด้วยคอมพิวเตอร์ [4] ซึ่งในการควบคุม
ระบบจรงินัน้เป็นเรื่องที่ยากเนื่องด้วยการหาสมการ
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ใหแ้ม่นย าสามารถท าได้
ยาก และยงัมขีอ้จ ากดัอืน่ๆของตวัฮารด์แวร ์

บทความนี้จะน าเสนอการรกัษาเสถียรภาพของ
ระบบลูกตุ้มหวักลบัชนิดสองชัน้ ด้วยวธิคีวบคุมแบบ 
Linear quadratic regulator (LQR) ซึ่งเป็นวธิกีาร
ควบคุมแบบเชงิเสน้และต้องอาศยัสมการแบบจ าลอง
คณิตศาสตร์ในการออกแบบ โดยอาศยัการป้อนกลบั
สถานะของระบบ เนื้อหาในบทความประกอบดว้ยส่วน
ของการสรา้งสมการแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ การ
ออกแบบตวัควบคุม จากนัน้จึงน าตวัควมคุมที่ได้ไป
การจ าลองระบบเชิงตวัเลขเพื่อทดสอบพฤติกรรมที่
เกิดขึ้น หลังจากนัน้น าไปทดสอบกบัระบบจริงด้วย
อปุกรณ์ทีจ่ดัสรา้งขึน้  

2. การออกแบบแบบจ าลองทางคณิตศาสตร ์ 
ระบบลูกตุ้มหัวกลับสองชัน้แสดงได้ดังรูปที่ 1 

ระบบจะประกอบดว้ยรถทีส่ามารถเคลื่อนทีไ่ดใ้นแนว
ระดบั ถูกขบัเคลื่อนโดยสญัญาณอนิพุทผ่านมอเตอร์

กระแสตรง กา้นลกูตุม้จ านวนสองกา้นถูกเชื่อมต่อผ่าน
จุดหมุนบนตัวรถและที่ปลายของลูกตุ้มทัง้สอง ที่
ต าแหน่งมอเตอร์และจุดหมุนได้ติดตัง้ตวัรบัรู้ในการ
อ่านค่าต าแหน่งตวัรถและมุมทัง้สอง ในที่นี้ให้ระบบ
เคลื่อนทีใ่นแนวระนาบ x-y เทา่นัน้  

x0

1

y
2

 
รปูที ่1 ลกูตุม้หวักลบัสองชัน้ 

สมการพลศาสตร์ของระบบสามารถเขยีนได้จาก
สมการลากรานจ ์(Lagrange’s equation) [5] คอื 

 1,2,...,i

i i i

d T T U
F i n

dt q q q

   
     

   
 (1) 

เมื่อ T แทนพลังงานจลน์รวมของระบบ U แทน
พลังงานศักย์รวมของระบบ iq แทน Generalize 
coordinate i คืออนัดับของพิกดั ซึ่งในที่นี้
ประกอบดว้ย 3 พกิดั ประกอบดว้ย 0x  แทนต าแหน่ง
รถ 1  แทนองศาของลูกตุ้มล่าง 2  แทนองศาของ
ลูกตุ้ม และ iF  แทน Generalize force สมการการ
เคลื่อนที่สามารถเขยีนได้อยู่ในรูปของสมการไม่เชิง
เสน้ ซึง่รายละเอยีดสามารถดไูดจ้าก [6] เพือ่ใหง้า่ยต่อ
การท าไปใช้จงึท าสมการดงักล่าวใหอ้ยู่ในรูปเชงิเส้น
โดยใหร้ะบบท างานรอบจุดสมดุลบน  1 1, 0    โดย
แทนคา่ sin( )  ,  cos 1  , 0   และสมมติ
ให ้ชิ้นส่วนต่างๆเป็นวตัถุแขง็เคลื่อนทีใ่นระนาบ X-Y  
เท่านัน้ ไม่เกดิการลื่นไถลและการดเีลย์ของสญัญาณ 
สมการการเคลื่อนทีป่ระกอบดว้ย 

 
   0 1 2 0 1 1 2 1 1

2 2 2 0 0

m m m x m l m L

m l F c x





    


   

 (2) 
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   2 2
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

  

    

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 (3) 

 
 2

2 2 0 2 1 2 1 2 2 2 2

2 2 2 2 2

m l x m L l m l J

c m gl

 

 

   


   

 (4) 

คา่พารามเิตอรต์่างของระบบไดจ้ากการวดัและการท า 
System identification โดยความหมายและค่าต่างๆ
เป็นไปตามตารางที ่1 และ ตารางที ่2  

เมื่อก าหนดเวกเตอร์สถานะตามพิกดัต่างๆของ
ลกูตุม้คอื 

 
0 0 1 1 2 2( )

T

x t x x          
จาก (2)-(4) ระบบสามารถเขยีนแบบจ าลองเชงิเสน้ใน
รปูของปรภิมูสิถานะได ้คอื 
 x Ax Bu   (5) 
 y Cx  (6) 
โดยที ่

0 1 0 0 0 0

0 167.42 4.72 0.00 0.34 0.00

0 0 0 1 0 0

0 660.16 90.93 0.07 34.97 0.02

0 0 0 0 0 1

0 71.22 52.46 0.04 46.43 0.02

A

  



 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 0 25.67 0 101.21 0 10.92
T

B    
1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

C 

 
 
 
  

 

ระบบดงักล่าวมีคุณสมบัติควบคุมได้ และคุณสมบัติ
สงัเกตุได้ สมการปรภิูมสิถานะ (5) และ (6) จะถูกใช้
ส าหรบัการออกแบบตวัควบคมุต่อไป 
 

3. การออกแบบตวัควบคมุก าลงัสองเชิงเส้น  
Linear quadratic regulator (LQR) เป็นวธิกีาร

ควบคุมโดยการป้อนกลบัสถานะ ซึง่มโีครงสรา้งดงัรปู
ที ่2 [7] เป้าหมายของการออกแบบคอืการหาสญัญาณ
อนิพทุ u  ทีท่ าใหด้ชันีสมรรถนะมคีา่น้อยทีส่ดุ คอื 
 
 

ตารางที ่1 ค าอธบิายสญัลกัษณ์ 
สญัลกัษณ์ ค าอธบิาย 

0 1 2, ,m m m  มวล 

1 2,L L  ความยาวกา้นลกูตุม้ 

1 2,l l  ระยะจากจุดหมุนถงึ C.G. 

0 1 2, ,c c c  สมัประสทิธิค์วามเสยีดทาน 

1 2,J J  โมเมนตค์วามเฉี่อย 
ตวัหอ้ย 0 หมายถงึรถ 1 หมายถงึ กา้นลูกตุ้มล่าง และ 2 
หมายถงึ กา้นลกูตุม้บน 

 
ตารางที ่2 พารามเิตอรต์่างๆของระบบ 

สญัลกัษณ์ ปรมิาณ 

0m  0.5 kg 

1m  0.3 kg 

2m  0.3 kg 

1L  0.3 m 

2L  0.6 m 

1l  0.15 m 

2l  0.3 m 

0c  0.1 N·s/m 

1c  0.0011 N·s/m 

2c  0.0004 N·s/m 

1J  0.0034 kg·m2 

2J  0.0117 kg·m2 
 
 

 
รปูที ่2 แผนภาพแสดงการควบคมุป้อนกลบัรกัษา

เสถยีรภาพ 
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  
0

1

2

T TJ x Qx u Ru dt



   (7) 

เมื่อ 0Q   แทนค่าน ้าหนักตวัแปรสถานะ 0R   
แทนค่าน ้าหนักของสญัญาณอนิพุท เนื่องจากปญัหา
การควบคุมลูกตุ้มหัวกลับเป็นปญัหา stabilization 
control ส าหรบัระบบ LTI สญัญาณอนิพุททีต่อ้งการ
คอื  
   ( )u t Kx t   (8) 
จาก (5) และ (8) เขยีนใหมไ่ดเ้ป็น 
  x A BK x   (9) 
ดงันัน้ 

  
0

1

2

T T TJ x Qx x K RKx dt



    

  
0

1

2

T TJ x Q K RK xdt



    

ก าหนดให ้    T T Td
x Q K RK x x Px

dt
    

(7) จงึเขยีนใหมไ่ดเ้ป็น 

 
0

TJ x Px


    

        0 0T TJ x Px x Px       
โดยท่ี P  เป็นไปตามสมการ Algebraic Riccati 
Equation (10) คือ 
 1 0T TA P PA PBR B P Q     (10) 
อตัราขยายไดจ้าก 
 1T TK R B P  (11) 
จาก (8) และ (11) ค่าสัญญาณอินพุทจากปญัหา
เหมาะทีส่ดุคอื 
 1( ) ( ) ( )Tu t Kx t R B Px t     (12) 

จากสมการที่กล่าวมาพฤติกรรมของระบบจึง
อาศยัการเลอืกค่าน ้าหนัก Q  และ R  เพื่อแกป้ญัหา
เหมาะทีส่ดุของระบบ 
 

4. การจ าลองระบบเชิงตวัเลข 
การจ าลองดว้ยโปรแกรมคอมพวิเตอรใ์นบทความ

นี้ท าการทดสอบหาผลตอบสนองต่อสภาวะเริม่ตน้ 
  0 0 0 0 0.1 0

T
x   (13) 

การจ าลองระบบจะท าการจ าลองบนโปรแกรม Matlab 
โดยเลอืกใช ้Q และ R เป็นเมทรกิซ ์diagonal คอื 

1000 0 0 0 0 0

0 100 0 0 0 0

0 0 70000 0 0 0

0 0 0 500 0 0

0 0 0 0 100000 0

0 0 0 0 0 10

Q

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 1000R   
จากการค านวณ สามารถหาคา่อตัราขยาย K ไดค้อื 

 1 0.72 42.44 1.51 89.93 15.16K    
ผลการจ าลองแสดงไดด้งัรปูที ่3 โดยที ่

1x  แทน ระยะการเคลื่อนทีข่องรถ  0x    

2x  แทน ความเรว็ของรถ  0x    

3x แทน มมุเคลื่อนทีข่องลกูตุม้ล่าง  1    

4x  แทน ความเรว็เชงิมมุของลกูตุม้ล่าง  1    

5x  แทน มมุเคลื่อนทีข่องลกูตุม้บน  2   

6x  แทนความเรว็เชงิมมุของลกูตุม้บน  21   

  
รปูที ่3 ผลทีไ่ดจ้ากการจ าลองระบบดว้ยซอฟทแ์วร์

คอมพวิเตอร ์
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5. การทดสอบกบัระบบจริง 
ส าหรบัการทดลองการควบคมุระบบลกูตุม้หวักลบั

จรงิดว้ยตวัควบคุม LQR นัน้ไดท้ าการจดัสรา้งระบบ
ลูกตุ้มหวักลับขึ้นภายในห้องปฏิบัติการการควบคุม
หุ่ น ย น ต์ แ ล ะ ก า ร สั ่น ส ะ เ ทื อ น  ( CRVLAB) 
มหาวทิยาลยัเกษตรศาสตร์ ดงัรปูที ่4 รถถูกควบคุม
ผ่านอุปกรณ์ Monocarier ขบัเคลื่อนด้วยมอเตอร์
กระแสตรง ควบคุมด้วยซอฟท์แวร์ ณ NI Labview 
Real-Time บน Target Computer และใช้ NI 
Labview ในการออกแบบการควบคุมบน Host 
Computer  

การทดลองจะท าการรักษาเสถียรภาพไว้ที่จุด
สมดุลบนโดยเป้าหมายตอ้งการรกัษาต าแหน่งของตวั
รถ ก้านลูกตุ้มทัง้สอง โดยให้เกิดการเคลื่อนที่น้อย 
ในขณะทีส่ามารถรบัแรงที่เกดิจากการรบกวนได้ ซึ่ง
การทดลองจะท าการเคาะบริเวณต่างๆของลูกตุ้ม 
นอกจากนี้ในการทดลองจรงิไดท้ าการเพิม่ตวัอนิทกิรลั
ในสว่นของการควบคมุ (รปูที ่1)  

ผลจากการควบคมุโดยใชต้วัควบคมุทีไ่ดอ้อกแบบ
เมือ่ไมม่ตีวัอนิทกิรลัไดผ้ลดงัรปูที ่5 

 

 
รปูที ่4 แบบจ าลองระบบลกูตุม้หวักลบัทีไ่ดส้รา้งขึน้
เพือ่ท าการทดลองภายในหอ้งปฏบิตักิาร CRVLAB 

 

 
รปูที ่5 ผลทีไ่ดจ้ากการทดสอบการรกัษาเสถยีรภาพ

ของลกูตุม้หวักลบั ไมม่ตีวัอนิทกิรลั 
 

จาก รูปที่ 5 ระบบสามรถรกัษาเสถียรภาพที่จุด
สมดุลได้เป็นอย่างดโีดยทีส่ภาวะปกตติวัรถมกีารช่วง
การเคลื่อนทีป่ระมาณ 3 เซนตเิมตร มุมของลูกตุม้ทัง้
สองมชี่วงเคลื่อนทีท่ีป่ระมาณ 0.03 และ 0.02 เรเดยีน 
ตามล าดบั  

อยา่งไรกต็ามพบว่าตวัรถไมไ่ดร้กัษาเสถยีรภาพที่
ต าแหน่งศูนย์ซึ่งเกดิจากการทีต่ดิตัง้ตวัตรวจรูเ้ขา้ไป
ในระบบท าใหน้ ้าหนักทีเ่พื่มขึน้จากสายไฟต่างๆท าให้
จุดสมดุลของลูกตุม้เปลีย่นไปส่งผลต่อต าแหน่งของรถ
ซึง่ท าการแกป้ญัหาโดยการท าการเพิม่ตวัอนิทกิรลัเขา้
ไปในระบบ ผลทีไ่ดจ้ากการควบคุมเป็นไปตามรปูที ่7 
รถสามารถเข้าสู่ต าแหน่งที่ต้องการเมื่อเวลาผ่านไป
ระยะหนึ่งได้ดขี ึน้ ซึง่ช่วยลดปญัหาเนื่องจากความไม่
แมน่ย าของสมการแบบจ าลองทางคณิตศาสตรใ์นส่วน
ของต าแหน่งตวัรถได ้

จากรปูที ่7 การทดลองยงัไดท้ าการรบกวนระบบ 
โดยในช่วงเวลาวินาททีี่ 30 ได้ท าการรบกวนลูกตุ้ม
ล่าง และ วินาทีที่ 40 ส าหรบัลูกตุ้มบน โดยท าการ
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เคาะบรเิวณปลายของก้านลูกตุ้มดงัรูปที่ 6 แสดงให้
เหน็ว่าระบบยงัสามารถรกัษาเสถยีรภาพและเคลื่อนที่
เขา้สูต่ าแหน่งสมสมดุลไดร้วดเรว็  

 

 
รปูที ่6 การรบกวนลกูตุม้ 

 
รปูที ่7 ผลทีไ่ดจ้ากการทดสอบการรกัษาเสถยีรภาพ
ของลกูตุม้หวักลบั มตีวัอนิทกิรลั และท าการรบกวนที่
ลกูตุม้ล่างทีว่นิาททีี ่30 และ ลกูตุม้บนทีว่นิาททีี ่40 

 
6. สรปุ 

 การควบคุมระบบลูกตุ้มหัวกลับสองแกนเป็น
ปญัหาการควบคุมที่มี 3 องศาอิสระ การควบคุม
เอาท์พุตที่เกี่ยวเนื่องกันจึงต้องอาศัยตัวควบคุมที่
แม่นย า การเลอืกสถานะของระบบ ความแม่นย าของ

ตัวแปรต่างๆ มีผลอย่างมากต่อความส าเร็จในการ
รักษาเสถียรภาพของระบบซึ่ง เ ป็นระบบที่ไม่มี
เสถยีรภาพ 
 การออกแบบดว้ยวธิคีุมค่าก าลงัสองเชงิเสน้  เป็น
การออกแบบในโดเมนเวลา โดยท าการออกแบบ
เพื่อใหด้ชันีสมรรถนะน้อยทีสุ่ด ซึ่งดชันีสมรรถนะอยู่
ในรปูสมการของสถานะและอนิพุทโดยมคี่าน ้าหนัก Q 
และ R เป็นตวัก าหนดลกัษณะเป็นไปของระบบ กรณี
เมทริกซ์ Q มีค่ามากๆ คือการให้ความส าคญัค่า
ผดิพลาดของสถานะอา้งองิและสถานะเอาทพ์ุท ซึง่ผล
คอืจะท าใหร้ะบบตอบสนองได้ดแีละรวดเรว็  ส่วนใน
กรณีเมทรกิซ ์R มคีา่มากคอืการใหค้วามส าคญัในสว่น
ของพลงังานทีใ่ชใ้นการควบคุม จากการทดลองค่า Q 
และ R  ให้ผลการทดลองเป็นที่น่าพอใจเนื่องจากใช้
พลงังานของสญัญาณควบคุมต ่า และสามารถทนต่อ
สิ่งรบกวนได้ ซึ่งกรณีที่ใช้ส ัญญาณควบคุมมากๆ 
แมว้่าจะทนต่อสิง่รบกวนไดด้กีว่า แต่กจ็ะมโีอกาสสงูที่
สญัญาณควบคุมจะเกนิค่าขอบเขตทีอุ่ปกรณ์จะรบัได้ 
ท าให้การควบคุมผิดพลาดจนไม่สามารถรักษา
ต าแหน่งได้ ส่วนการเพิม่ตวัอนิทกิรลัทีเ่หมาะสมเขา้
ไประบบช่วยให้การควบคุมต าแหน่งสามารถลู่เขา้สู่
ต าแหน่งทีต่อ้งการไดร้วดเรว็ขึน้ 
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