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งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค เพือ่ศึกษาการออกแบบรูปรางลกัษณะของหนาตัดลอยางตัน ที่มีประสิทธิภาพ 
ทั้งในดานของคุณภาพการใชงานและราคาที่เหมาะสม เพื่อหารูปแบบที่เหมาะสมของรูปรางหนาตัด ในการสรางลอ
ยางตันสําหรับรถโฟลค ลฟิต ที่ลดปริมาณการใชเนื้อวัสดุลง แตยังคงความแข็งแรงในการใชงานไดอยางมีคุณภาพ 
โดยใชโปรแกรม Matlab ในการคํานวณทางไฟไนตเอลิเมนตและการหาโทโปโลยีเหมาะสมที่สุด โดยการ 
กระบวนการหาคานอยที่สุดของ Compliance เมื่อทดสอบหลายๆกรณี พบวา ตัวแปรหลักๆที่มีผลตอรูปราง
ลักษณะของหนาตัดลอยางตันอยางมาก นัน่คือคา Volume fraction และ r min โดยมีผลออกมา ใชเปนขอมูล
เบื้องตนในการพัฒนารูปแบบตอไป 
คําหลัก:  ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต, การหาคาความเหมาะสมทางทอพอโลย,ี Compliance, Volume fraction 
 
Abstract 

This research studies to basic design cross-section of the solid tire how it should be the best on 
quality and economic. Optimize cross-section to design a Solid tire for forklift car with reduce mass of 
material but strength for work have more quality.  Using Matlab with calculate in finite element method 
and Topology Optimization to minimize Compliance is main process. After tests ,main variables have 
more effect cross-section is Volume fraction and r min .That is conceptual design for developed design 
cross-section of solid tire. 
Keywords:  finite element, Optimization Topology, Compliance, Volume fraction 
 

1. บทนํา 
ในปจจุบัน สภาพเศรษฐกิจมีการเปลี่ยนแปลง ราคา
น้ํามันผันผวน ทําใหคาครองชพีและตนทุนในดาน
ตางๆ สูงขึ้นตามไปดวย ดังนั้นในหลายๆ ผลิตภัณฑ 
จึงมีการคิดวิธีการที่จะลดตนทุน ของผลิตภัณฑ ไดแก 

การลดขนาดผลิตภัณฑ , การผสมผลิตภัณฑกับวัสดุ
ราคาถูก โดยที่มคีุณภาพของผลิตภัณฑยังอยูใน
เกณฑที่นาพอใจ ลอยางตันก็เปนผลิตภัณฑประเภท
หนึ่งที่ใชในอุตสาหกรรม เพราะวาสามารถรับน้ําหนัก
ไดมาก ดังจะเห็นไดจากรถโฟลค ลิฟต ที่ใชในโรงงาน
อุตสาหกรรม ลอยางตันเปนผลิตภัณฑที่ใชยางพารา
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เปนวัตถุดิบหลัก  งานวิจัยนี้ ไดคิดทดลองในกรณีของ
การหารูปรางหนาตัดของวัสดุยางอยางไร จึงใหผลดี
ที่สุด  ในเรื่องคุณภาพ และราคา ดังนั้นขอพิจารณาใน
การออกแบบลอยางเพื่อใหไดคุณสมบัติดังที่กลาวมา 
จะประกอบ ดวย 2 องคประกอบ กลาวคือ การ
พิจารณาลักษณะรูปราง (Geometry) ของลอยาง และ
การพิจารณา คุณสมบัติเชิงกลของยางที่เปน
องคประกอบในลอยางตันโดยงานวิจยันี้จะทําการ
วิเคราะหปญหาโดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
(Finite Element Analysis) และใชการหาคาความ
เหมาะสมทางโทโปโลยี (Topology Optimization)  

 
2.  ทฤษฎีที่นาํมาใช 

2.1 ระเบียบวิธีทางไฟไนตอิเลเมนต 
หลักการของ ระบียบวิธีการไฟไนตเอลิเมนต

ในขั้นตน เริม่จากการแบงรูปรางของปญหาออกเปน
พื้นที่หลายๆพืน้ที่หรอืเปนปรมิาตรหลายๆปริมาตร
อยางตอเนื่อง ซึ่งจะเรียกวาเอลิเมนต ผลเฉลยที่ไดรับ 
จะเปนผลเฉลยที่จุดตอ (Node) ของแตละเอลิเมนต 
โดยผลเฉลยของแตละเอลเิมนตตองสอดคลองกับ
สมการเชิงอนพุันธและเงื่อนไขขอบเขตที่กาํหนดมาให  
ซึ่งก็หมายความวาหลักการ ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตจะเริ่มตนจากการพิจารณาเอลิเมนตทีละเอลิ
เมนตและทําการสรางสมการสําหรับเอลิเมนตแตละเอ
ลิเมนต โดยสมการที่สรางขึ้นมาตองสอดคลองกับ
สมการเชิงอนพุันธที่อธิบายปญหาเหลานัน้ จากนั้นนํา
สมการของแตละเอลิเมนตมาประกอบรวมกัน 
กอใหเกิดระบบสมการรวม ซึ่งในความหมายทาง
กายภาพก็คลายกับการนําทุกเอลิเมนตมาประกอบ
รวมกันกอใหเกิดเปนรูปรางของปญหาที่จะทําการ
วิเคราะห [1] 
2.2 การหาคาความเหมาะสมทางโทโปโลยี  

หลักการของการหาคาความเหมาะสมทางโท
โปโลยี คือ การหาโครงรางหรือรูปทรงโดยประมาณ
ของวัตถุหรอืโครงสรางที่เราตองการนํามาใชงานอยาง
ใดอยางหนึ่ง ในมุมมองทางคณิตศาสตรปญหาการ
ออกแบบนีค้ือการหาคาเหมาะสมที่สุด สําหรบั

โครงสรางแบบแผนนั้นโดยทั่วไปจะแบงพื้นทีอ่อกแบบ 
(design domain) ออกเปนเอลิเมนตเล็กๆ สําหรับการ
วิเคราะหโครงสรางดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต ฟงกชัน่
เปาหมายที่นิยมใชคือคาพลังงานความเครียด ความถี่
ธรรมชาติ และน้ําหนักของโครงสราง สวนตัวแปร
ออกแบบที่เปนไปไดคือ ความหนาของเอลิเมนต 
หลังจากการหาคาเหมาะสมที่สุดแลวถาเอลิเมนตไหน
มีความหนาเขาใกลศูนยแสดงวาตองทําการเจาะรู [2] 
พื้นที่ตรงนัน้ นอก จากนี้ยังสามารถพิจารณาใชตัวแปร
อื่น เชนความหนาแนนของเอลิเมนต คายังโมดูลัสของ
เอลิเมนต เปนตน การหาคาความเหมาะสมทางทอ
พอโลยี แบงเปน  2 วิธีใหญ คือ 
- Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP)  
- Evolutionary Structural Optimization (ESO)  

ในงานวิจัยนี้เลอืกใชวิธี SIMP เมื่อตองการ
หาคา ความเหมาะสมทางโทโปโลยีนั้นคือตองการให    
Compliance ซึ่งเมือ่คาพลังงานความเครียดในระบบ
นอย คา Compliance ก็จะมีคานอยไปดวย กําหนด
ดวยขอจํากัดขอบเขต โดยเริม่แรก กําหนดให [3] 
 

0 (1)exρ ρ=  
 
โดยที่ xe  คือ relative density ของวัสดุ ในเอลิเมนต  
xe = 1 เมื่อวัสดุนั้นเปนของแข็ง  
กําหนดสมการ Compliance ในสมการที่ 2 
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เมื่อ N  คือ จํานวนของเอลิเมนต 

p คือ penalty factor  
    เพื่อการหาคาความเหมาะสมทางโทโปโลยี โดย
การ Minimize คา Compliance สามารถทําไดตาม
สมการ (3) 
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โดยทั่วไปจะตองคา xmax = 1 และ xmin = 0.001 
ในการแกปญหาหาคาความเหมาะสม  เลือกวิธีการ
แกปญหาใช Lagrangian function มีขั้นตอนคือ ใชวิธี 
optimality criteria สําหรับปรับปรุงตัวแปรที่ใช
ออกแบบ และ Lagrangian multiplier เพื่อหารูปแบบ
การทําซ้ํา 
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หาคําตอบ รูปแบบการทําซ้ํา คือ 
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เมื่อ  m คือ move limit 
 ζ  คือ damping ratio 
 

3. ขั้นตอนการทํางาน 
จากทฤษฎีขางตน จึงนํามาประยุกตเพื่อใชหา

คาความเหมาะของรูปรางหนาตัดลอยางตัน โดยใช
โปรแกรม Matlab ในการคํานวณทางไฟไนตเอลิเมนต
และการหาโทโปโลยีเหมาะสมที่สุด โดยสามารถ

กําหนดตัวแปรตางๆ ได แตไดกําหนดสวนของ 
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 2 มิติ [4]  นั้น ไดเลือกใช
เอลิเมนต แบบ Quadrilateral ( 4 node ตอ 1 เอลิ
เมนต ) และหาคา Stiffness สําหรบัแตละเอลิเมนต 
แบบ plane strain สมมุติหนาตัดลอยางตันเปนรูป
สี่เหล่ียม กําหนด boundary condition  ขอบบน
ทั้งหมด เฉพาะแกนตั้ง   และใหขอบลางรับแรง
กระจายทิศขึ้นโดยมองเปนสวนที่สัมผัสกับพื้นตามรูป
ที่ 1 

   
รูปที่ 1 แสดงการกําหนดหนาตัดลอยางตัน force 
vector และ boundary condition 
 
คาที่ตองกําหนดในการคํานวณคือ 
1.  h คือความหนาของ plane strain  
2. Material Property Matrix for plane strain two 

dimensions (D)  หาไดโดย ต้ังกําหนดคาคงที ่ 
Elastic Modulus (E) และ Poisson’s ratio(υ) แต
เนื่องจากไมมผีล กับ การหาคาความเหมาะสมทาง
โทโปโลยี  

3. Jacobian matrix(J) กําหนดใหใช 2x2 formula  
4. Kinematic Equation(B) ใชวิธี จาโคเบียน ในการ

หาคา 
5. weight function (W) เนื่องจากหาคา Jacobian 

โดยกําหนดใหใช 2x2 formula จึงกําหนดคา Wi , 
Wj = i =1.,1. 

6. จํานวนเอลิเมนตแนวตั้ง และแนวนอน  
หลังจากนั้นหาคา stiffness matrix (k0)  ของแตละเอลิ
เมนตจากสมการ (6)  
 

0 (6)T
s tk B D B J h W W= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
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กําหนดคาตัวแปรที่ตองใช เพิ่มเติม ในการหาคาความ
เหมาะสมทางโทโปโลยี 
7. Volume fraction (x) ซึ่งก็คอื relative density 

ของแตละเอลิเมนต เปนการกําหนดพื้นที่คงเหลือ
โดยรวม โดยคาเริ่มตน ใหทุกคาในเมทริกซ มีคา
เทากัน เชน 0.4 คือตองการใหพื้นทีห่นาตัดเหลือ 
40% ของหนาตัดเดิม เมื่อแสดงผลแลว คือสวนที่
เปนสีดํา 

8.  Penalization factor ( p) เปนตัวเรงการทํางาน 
ใหคาเฉพาะเจาะจงมากขึ้น 

 
0  ( )  (7)e e pk x k= ⋅  

หลังจากนั้นทําการแจกแจง และรวมคาทุกเอลิเมนต 
จากนั้น จากสมการ(8) หาคา displacement (U)  
 

1 (8)U F K −= ⋅  
 
โดยที่  U คือ displacement vector 
F คือ load vector (เนื่องจากไมมีผลจึงใหเทากับ 1) 
K คือstiffness matrix รวมทุกเอลิเมนต ซึ่ง e

N
K k=∑  

 
เมื่อทราบคา Stiffness matrix แลว ขั้นตอไป คือ
กําหนด load vector และ Boundary condition ขึ้นมา 
เพื่อการหาคา displacement (U) ของทุกเอลิเมนต 
มาแลว นํามาแทนคาในสมการ (18) เพื่อหาคา 

Compliance และ c
x
∂
∂
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ใชวิธี Mesh Independency Filter เพื่อ 
ปรับปรุงคาความเขมของเอลิเมนต โดยลดความเขม
ของเอลิเมนตที่มีคามาก ใหกระจายออกเปนวงรัศมี 

rmin ใหคาความเขมที่กระจายออก ลดลงตามระยะหาง

เอลิเมนตหลัก โดยใหผลออกมาในรูปของ c
x
∂
∂

 

 ใชวิธี Optimality Criteria Update หาคาx 
ใหมโดยใชสมการ (6) \โดยทั่วไปจะตองกําหนดให 
move limit = 0.2 และ damping ratio = 0.5 คา xmax 

= 1 และ xmin = 0.001 
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ในการปรับปรุงรูปแบบการทาํซ้ําตามสมการ(11) ปรับ
คา L จนใหเงื่อนไขที่ 2 เปนจริง จะได 
 

1
min

(12)n n

c
xx x

L+

∂
∂= ⋅ −  

 
เมื่อทําตามขั้นตอนที่กําหนดมาขางตนแลว 

กําหนดคา c = 0.001 เปนเงื่อนไขในการเสร็จสิ้นการ
ทําซ้ํา กําหนดใหทําซ้ํามากสุดที่ 300 เมื่อตรงเงื่อนไข 
แลวนําคาเมทริกซของ Volume fraction มาแสดงผล
เปนตาราง โดยกําหนดให ถาคาในตําแหนงใดเทากับ 
1 จะเปนสีดํา และชองในนอยกวา 1 ความเขมก็จะ
ลดลงตามอัตราสวน เมื่อมีชองใดมีคาเทากับ 0 ชอง
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นั้นก็จะเปนสีขาวเมื่อไดรูปสําเร็จใหถือวาสวนสีดําเปน
เนื้อวัสดุสวนสีขาวเปนชองวาง โดยขั้นตอนการทํางาน
ของโปรแกรมที่เขียนใน Matlab แสดงในรปูที่ 2 
 

 
รูปที่ 2 flow Chart อธิบายขั้นตอนการทํางานของ
โปรแกรมที่เขยีนใน Matlab 
 

4. ผลลัพธ 
4.1  ตัวแปรที่ใชกําหนดผล 

ในการแสดงผล มีการตัวแปรที่สงผลตอ
รูปแบบของการหาคาความเหมาะสมทางโทโปโลยี 
แบงออกเปน  
1. ความละเอียดในการแบงเอลิเมนต การแบงเอลิ
เมนตนั้น ตามหลักแลวยิ่งมาก ผลลัพธก็จะถูกตอง
มากขึ้น แตก็จะเสียเวลาคํานวณมากเชนกัน โดย
ชิ้นงานตนแบบนั้นมีขนาดหนาตัด 153x144 มิลิเมตร 
จึงทดสอบที่อัตราสวนตางๆ เพื่อหาอัตราสวนที่แบง
หาคาไดรวดเร็วและถูกตอง รูปที่ 3-ก ขนาด 10x10 
ไมชัดเจน รูปที่ 3-ข ขนาด 22x20 มองออกเปนรูปราง 

รูปที่ 3-ค ขนาด 31x29 มองออกเปนรูปรางชัดเจน รูป
ที่ 3-ง ขนาด 51x48 มองออกเปนรูปรางชัดเจนมาก
ที่สุด แตเลือกขนาด 31x29 แบบรูปที่ 3-ค เพราะใช
เวลา 5นาที ในการหาคําตอบ ตางจากขนาด 51x48 
แบบรูปที่ 3-ง ซึ่งใชเวลา 40 นาที ในการหาคําตอบ 
โดยผลออกมาใกลเคียงกัน 

  
     
     (ก)10x10   (ข) 22x20 

             
      (ค) 31x29   (ง) 51x48 
รูปที่ 3 ภาพหนาตัดยาง ที่ Volume fraction = 50%, 
Penalization = 3.0 ,r min= 2.2 ที่ขนาดตางๆ 
 
2. Penalization เปนตัวเรงการทํางาน ของโปรแกรม 
ทําใหเมื่อลูเขาแลว จะไปสูคําตอบเร็วขึ้น โดยรูปที่ 4-ค 
นั่นใชเวลาในการหา นอยกวารูปที่ 4-ก และ รูปที่ 4- ข 
แตใน รูปที่ 4-ง ไมใหคาลูเขา ยังคงทําซ้ําไปเรื่อยๆ ไม
สิ้นสุด แตไดกําหนดใหทําซ้ํามากสุดที่ 300 ครัง้จึง
แสดงรูปที่ 4-ง ทั้งที่คา C < 0.001 
 
 
 
 
 
 
 
 

Input Data 

Base Constant 

FEM 

Topology optimization 

Plot result 

C < 0.001 

Start 

End

No 
Yes 
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(ก) p=2.0   (ข) p=2.5 

        
(ค) p=3.0   (ง) p=3.5 

รูปที่ 4 ภาพหนาตัดยาง ที่ Volume fraction = 50%, , 
r min= 2.2 ที่ขนาด 31x29 ที่ Penalization มีคาตางๆ 
 
3. r min เปนการปรับปรุงคาความเขมของเอลิเมนต 
โดยลดความเขมของเอลิเมนตที่มีคามาก ใหกระจาย
ออกเปนวงรัศมี โดยรูปที ่5(ก) นั่นไมไดมีการปรับปรุง
คาความเขม เมื่อเปลี่ยนคาแลวทํารูปแบบเปลี่ยนไป 
แบงคราวๆ ได 2 แบบ คือ r min = 2.2 และ r min = 3.5 
 

          
     (ก) 1    (ข) 1.2    (ค) 2.2       
 

      
     (ง) 3.2            (จ) 3.5         (ฉ) 4.5      
รูปที่ 5 ภาพหนาตัดยาง ที่ Volume fraction = 50%, , 
ที่ขนาด 31x29 Penalization = 3.0 ,ที่ r min ตางๆ 
 
4. Volume fraction เปนการกําหนดพื้นที่คงเหลือรวม 
โดยจะใชคานี้เปนหลักในการหาคาความเหมาะสมขั้น
ตอไป โดยใหแสดงคาที่คา r min = 2.2 ตามรูปที่ 6 และ 
r min = 3.5 ตามรูปที่ 7  

 

       
   (ก) 30%         (ข) 40%          (ค) 50%  
 

     
     (ง) 60%             (จ) 70%      (ฉ) 80% 
รูปที่ 6 ภาพหนาตัดยาง Penalization = 3.0 ,ขนาด 
31x29 เอลิเมนต, rmin= 2.2 ที่คาVolume fraction 
ตางๆ 
 

     
    (ก) 30%        (ข) 40%     ค) 50%   
    

   
     (ง) 60%           (จ) 70%      (ฉ) 80% 
รูปที่ 7 ภาพหนาตัดยาง Penalization = 3.0, ขนาด 
31x29 เอลิเมนต, r min= 3.5 ที่คาVolume fraction 
ตางๆ 
4.2 สรุปผลและขอเสนอแนะ 
 จากงานวิจัยนี้ แสดงใหเห็นวา เราสามารถใช
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต รวมกับการหาคาความ
เหมาะสมทางโทโปโลยี (แบบ SIMP) ในการหา
รูปแบบของหนาตัดของลอยางตันที่เหมาะสม โดยการ 
Minimize Compliance  และ หลังจากทดสอบหลายๆ 
กรณีดูแลว ตัวแปรหลักๆที่มีผลตอรปูรางอยางมาก 
นั่นคือคา Volume fraction และ r min โดยมีผลออกมา  
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ใชเปนขอมูลเบื้องตนในการพัฒนารูปแบบตอไป เชน 
การใชวิธี ESO ในการหาคําตอบ การทดสอบวัสดุ
ผสม การเปลี่ยนประเภทของเอลิเมนต ตอไป 
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