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งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค เพือ่ศึกษาการออกแบบรูปรางลกัษณะของหนาตัดลอยางตัน ที่มีประสิทธิภาพ 
ทั้งในดานของคุณภาพการใชงานและราคาที่เหมาะสม เพื่อหารูปแบบที่เหมาะสมของรูปรางหนาตัด ในการสรางลอ
ยางตันสําหรับรถโฟลค ลฟิต ที่ลดปริมาณการใชเนื้อวัสดุลง แตยังคงความแข็งแรงในการใชงานไดอยางมีคุณภาพ 
โดยใชโปรแกรม Matlab ในการคํานวณทางไฟไนตเอลิเมนตและการหาโทโปโลยีเหมาะสมที่สุด โดยการ 
กระบวนการหาคานอยที่สุดของ Compliance เมื่อทดสอบหลายๆกรณี พบวา ตัวแปรหลักๆที่มีผลตอรูปราง
ลักษณะของหนาตัดลอยางตันอยางมาก นัน่คือคา Volume fraction และ r min โดยมีผลออกมา ใชเปนขอมูล
เบื้องตนในการพัฒนารูปแบบตอไป 
คําหลัก:  ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต, การหาคาความเหมาะสมทางทอพอโลย,ี Compliance, Volume fraction 
 
Abstract 

This research studies to basic design cross-section of the solid tire how it should be the best on 
quality and economic. Optimize cross-section to design a Solid tire for forklift car with reduce mass of 
material but strength for work have more quality.  Using Matlab with calculate in finite element method 
and Topology Optimization to minimize Compliance is main process. After tests ,main variables have 
more effect cross-section is Volume fraction and r min .That is conceptual design for developed design 
cross-section of solid tire. 
Keywords:  finite element, Optimization Topology, Compliance, Volume fraction 
 

1. บทนํา 
ในปจจุบัน สภาพเศรษฐกิจมีการเปลี่ยนแปลง ราคา
น้ํามันผันผวน ทําใหคาครองชพีและตนทุนในดาน
ตางๆ สูงขึ้นตามไปดวย ดังนั้นในหลายๆ ผลิตภัณฑ 
จึงมีการคิดวิธีการที่จะลดตนทุน ของผลิตภัณฑ ไดแก 

การลดขนาดผลิตภัณฑ , การผสมผลิตภัณฑกับวัสดุ
ราคาถูก โดยที่มคีุณภาพของผลิตภัณฑยังอยูใน
เกณฑที่นาพอใจ ลอยางตันก็เปนผลิตภัณฑประเภท
หนึ่งที่ใชในอุตสาหกรรม เพราะวาสามารถรับน้ําหนัก
ไดมาก ดังจะเห็นไดจากรถโฟลค ลิฟต ที่ใชในโรงงาน
อุตสาหกรรม ลอยางตันเปนผลิตภัณฑที่ใชยางพารา
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เปนวัตถุดิบหลัก  งานวิจัยนี้ ไดคิดทดลองในกรณีของ
การหารูปรางหนาตัดของวัสดุยางอยางไร จึงใหผลดี
ที่สุด  ในเรื่องคุณภาพ และราคา ดังนั้นขอพิจารณาใน
การออกแบบลอยางเพื่อใหไดคุณสมบัติดังที่กลาวมา 
จะประกอบ ดวย 2 องคประกอบ กลาวคือ การ
พิจารณาลักษณะรูปราง (Geometry) ของลอยาง และ
การพิจารณา คุณสมบัติเชิงกลของยางที่เปน
องคประกอบในลอยางตันโดยงานวิจยันี้จะทําการ
วิเคราะหปญหาโดยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
(Finite Element Analysis) และใชการหาคาความ
เหมาะสมทางโทโปโลยี (Topology Optimization)  

 
2.  ทฤษฎีที่นาํมาใช 

2.1 ระเบียบวิธีทางไฟไนตอิเลเมนต 
หลักการของ ระบียบวิธีการไฟไนตเอลิเมนต

ในขั้นตน เริม่จากการแบงรูปรางของปญหาออกเปน
พื้นที่หลายๆพืน้ที่หรอืเปนปรมิาตรหลายๆปริมาตร
อยางตอเนื่อง ซึ่งจะเรียกวาเอลิเมนต ผลเฉลยที่ไดรับ 
จะเปนผลเฉลยที่จุดตอ (Node) ของแตละเอลิเมนต 
โดยผลเฉลยของแตละเอลเิมนตตองสอดคลองกับ
สมการเชิงอนพุันธและเงื่อนไขขอบเขตที่กาํหนดมาให  
ซึ่งก็หมายความวาหลักการ ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตจะเริ่มตนจากการพิจารณาเอลิเมนตทีละเอลิ
เมนตและทําการสรางสมการสําหรับเอลิเมนตแตละเอ
ลิเมนต โดยสมการที่สรางขึ้นมาตองสอดคลองกับ
สมการเชิงอนพุันธที่อธิบายปญหาเหลานัน้ จากนั้นนํา
สมการของแตละเอลิเมนตมาประกอบรวมกัน 
กอใหเกิดระบบสมการรวม ซึ่งในความหมายทาง
กายภาพก็คลายกับการนําทุกเอลิเมนตมาประกอบ
รวมกันกอใหเกิดเปนรูปรางของปญหาที่จะทําการ
วิเคราะห [1] 
2.2 การหาคาความเหมาะสมทางโทโปโลยี  

หลักการของการหาคาความเหมาะสมทางโท
โปโลยี คือ การหาโครงรางหรือรูปทรงโดยประมาณ
ของวัตถุหรอืโครงสรางที่เราตองการนํามาใชงานอยาง
ใดอยางหนึ่ง ในมุมมองทางคณิตศาสตรปญหาการ
ออกแบบนีค้ือการหาคาเหมาะสมที่สุด สําหรบั

โครงสรางแบบแผนนั้นโดยทั่วไปจะแบงพื้นทีอ่อกแบบ 
(design domain) ออกเปนเอลิเมนตเล็กๆ สําหรับการ
วิเคราะหโครงสรางดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต ฟงกชัน่
เปาหมายที่นิยมใชคือคาพลังงานความเครียด ความถี่
ธรรมชาติ และน้ําหนักของโครงสราง สวนตัวแปร
ออกแบบที่เปนไปไดคือ ความหนาของเอลิเมนต 
หลังจากการหาคาเหมาะสมที่สุดแลวถาเอลิเมนตไหน
มีความหนาเขาใกลศูนยแสดงวาตองทําการเจาะรู [2] 
พื้นที่ตรงนัน้ นอก จากนี้ยังสามารถพิจารณาใชตัวแปร
อื่น เชนความหนาแนนของเอลิเมนต คายังโมดูลัสของ
เอลิเมนต เปนตน การหาคาความเหมาะสมทางทอ
พอโลยี แบงเปน  2 วิธีใหญ คือ 
- Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP)  
- Evolutionary Structural Optimization (ESO)  

ในงานวิจัยนี้เลอืกใชวิธี SIMP เมื่อตองการ
หาคา ความเหมาะสมทางโทโปโลยีนั้นคือตองการให    
Compliance ซึ่งเมือ่คาพลังงานความเครียดในระบบ
นอย คา Compliance ก็จะมีคานอยไปดวย กําหนด
ดวยขอจํากัดขอบเขต โดยเริม่แรก กําหนดให [3] 
 

0 (1)exρ ρ=  
 
โดยที่ xe  คือ relative density ของวัสดุ ในเอลิเมนต  
xe = 1 เมื่อวัสดุนั้นเปนของแข็ง  
กําหนดสมการ Compliance ในสมการที่ 2 
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เมื่อ N  คือ จํานวนของเอลิเมนต 

p คือ penalty factor  
    เพื่อการหาคาความเหมาะสมทางโทโปโลยี โดย
การ Minimize คา Compliance สามารถทําไดตาม
สมการ (3) 
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โดยทั่วไปจะตองคา xmax = 1 และ xmin = 0.001 
ในการแกปญหาหาคาความเหมาะสม  เลือกวิธีการ
แกปญหาใช Lagrangian function มีขั้นตอนคือ ใชวิธี 
optimality criteria สําหรับปรับปรุงตัวแปรที่ใช
ออกแบบ และ Lagrangian multiplier เพื่อหารูปแบบ
การทําซ้ํา 
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หาคําตอบ รูปแบบการทําซ้ํา คือ 
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เมื่อ  m คือ move limit 
 ζ  คือ damping ratio 
 

3. ขั้นตอนการทํางาน 
จากทฤษฎีขางตน จึงนํามาประยุกตเพื่อใชหา

คาความเหมาะของรูปรางหนาตัดลอยางตัน โดยใช
โปรแกรม Matlab ในการคํานวณทางไฟไนตเอลิเมนต
และการหาโทโปโลยีเหมาะสมที่สุด โดยสามารถ

กําหนดตัวแปรตางๆ ได แตไดกําหนดสวนของ 
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 2 มิติ [4]  นั้น ไดเลือกใช
เอลิเมนต แบบ Quadrilateral ( 4 node ตอ 1 เอลิ
เมนต ) และหาคา Stiffness สําหรบัแตละเอลิเมนต 
แบบ plane strain สมมุติหนาตัดลอยางตันเปนรูป
สี่เหล่ียม กําหนด boundary condition  ขอบบน
ทั้งหมด เฉพาะแกนตั้ง   และใหขอบลางรับแรง
กระจายทิศขึ้นโดยมองเปนสวนที่สัมผัสกับพื้นตามรูป
ที่ 1 

   
รูปที่ 1 แสดงการกําหนดหนาตัดลอยางตัน force 
vector และ boundary condition 
 
คาที่ตองกําหนดในการคํานวณคือ 
1.  h คือความหนาของ plane strain  
2. Material Property Matrix for plane strain two 

dimensions (D)  หาไดโดย ต้ังกําหนดคาคงที ่ 
Elastic Modulus (E) และ Poisson’s ratio(υ) แต
เนื่องจากไมมผีล กับ การหาคาความเหมาะสมทาง
โทโปโลยี  

3. Jacobian matrix(J) กําหนดใหใช 2x2 formula  
4. Kinematic Equation(B) ใชวิธี จาโคเบียน ในการ

หาคา 
5. weight function (W) เนื่องจากหาคา Jacobian 

โดยกําหนดใหใช 2x2 formula จึงกําหนดคา Wi , 
Wj = i =1.,1. 

6. จํานวนเอลิเมนตแนวตั้ง และแนวนอน  
หลังจากนั้นหาคา stiffness matrix (k0)  ของแตละเอลิ
เมนตจากสมการ (6)  
 

0 (6)T
s tk B D B J h W W= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
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กําหนดคาตัวแปรที่ตองใช เพิ่มเติม ในการหาคาความ
เหมาะสมทางโทโปโลยี 
7. Volume fraction (x) ซึ่งก็คอื relative density 

ของแตละเอลิเมนต เปนการกําหนดพื้นที่คงเหลือ
โดยรวม โดยคาเริ่มตน ใหทุกคาในเมทริกซ มีคา
เทากัน เชน 0.4 คือตองการใหพื้นทีห่นาตัดเหลือ 
40% ของหนาตัดเดิม เมื่อแสดงผลแลว คือสวนที่
เปนสีดํา 

8.  Penalization factor ( p) เปนตัวเรงการทํางาน 
ใหคาเฉพาะเจาะจงมากขึ้น 

 
0  ( )  (7)e e pk x k= ⋅  

หลังจากนั้นทําการแจกแจง และรวมคาทุกเอลิเมนต 
จากนั้น จากสมการ(8) หาคา displacement (U)  
 

1 (8)U F K −= ⋅  
 
โดยที่  U คือ displacement vector 
F คือ load vector (เนื่องจากไมมีผลจึงใหเทากับ 1) 
K คือstiffness matrix รวมทุกเอลิเมนต ซึ่ง e

N
K k=∑  

 
เมื่อทราบคา Stiffness matrix แลว ขั้นตอไป คือ
กําหนด load vector และ Boundary condition ขึ้นมา 
เพื่อการหาคา displacement (U) ของทุกเอลิเมนต 
มาแลว นํามาแทนคาในสมการ (18) เพื่อหาคา 

Compliance และ c
x
∂
∂

 

 
0 ( ) ( ) (9)  e p e T ec x u k u= ⋅  

 
( 1) 0  -(p ( ) ) ( ) (10)  e p e T ec x u k u

x
−∂

= ⋅ ⋅
∂  
 

ใชวิธี Mesh Independency Filter เพื่อ 
ปรับปรุงคาความเขมของเอลิเมนต โดยลดความเขม
ของเอลิเมนตที่มีคามาก ใหกระจายออกเปนวงรัศมี 

rmin ใหคาความเขมที่กระจายออก ลดลงตามระยะหาง

เอลิเมนตหลัก โดยใหผลออกมาในรูปของ c
x
∂
∂

 

 ใชวิธี Optimality Criteria Update หาคาx 
ใหมโดยใชสมการ (6) \โดยทั่วไปจะตองกําหนดให 
move limit = 0.2 และ damping ratio = 0.5 คา xmax 

= 1 และ xmin = 0.001 
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ในการปรับปรุงรูปแบบการทาํซ้ําตามสมการ(11) ปรับ
คา L จนใหเงื่อนไขที่ 2 เปนจริง จะได 
 

1
min

(12)n n

c
xx x

L+

∂
∂= ⋅ −  

 
เมื่อทําตามขั้นตอนที่กําหนดมาขางตนแลว 

กําหนดคา c = 0.001 เปนเงื่อนไขในการเสร็จสิ้นการ
ทําซ้ํา กําหนดใหทําซ้ํามากสุดที่ 300 เมื่อตรงเงื่อนไข 
แลวนําคาเมทริกซของ Volume fraction มาแสดงผล
เปนตาราง โดยกําหนดให ถาคาในตําแหนงใดเทากับ 
1 จะเปนสีดํา และชองในนอยกวา 1 ความเขมก็จะ
ลดลงตามอัตราสวน เมื่อมีชองใดมีคาเทากับ 0 ชอง
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นั้นก็จะเปนสีขาวเมื่อไดรูปสําเร็จใหถือวาสวนสีดําเปน
เนื้อวัสดุสวนสีขาวเปนชองวาง โดยขั้นตอนการทํางาน
ของโปรแกรมที่เขียนใน Matlab แสดงในรปูที่ 2 
 

 
รูปที่ 2 flow Chart อธิบายขั้นตอนการทํางานของ
โปรแกรมที่เขยีนใน Matlab 
 

4. ผลลัพธ 
4.1  ตัวแปรที่ใชกําหนดผล 

ในการแสดงผล มีการตัวแปรที่สงผลตอ
รูปแบบของการหาคาความเหมาะสมทางโทโปโลยี 
แบงออกเปน  
1. ความละเอียดในการแบงเอลิเมนต การแบงเอลิ
เมนตนั้น ตามหลักแลวยิ่งมาก ผลลัพธก็จะถูกตอง
มากขึ้น แตก็จะเสียเวลาคํานวณมากเชนกัน โดย
ชิ้นงานตนแบบนั้นมีขนาดหนาตัด 153x144 มิลิเมตร 
จึงทดสอบที่อัตราสวนตางๆ เพื่อหาอัตราสวนที่แบง
หาคาไดรวดเร็วและถูกตอง รูปที่ 3-ก ขนาด 10x10 
ไมชัดเจน รูปที่ 3-ข ขนาด 22x20 มองออกเปนรูปราง 

รูปที่ 3-ค ขนาด 31x29 มองออกเปนรูปรางชัดเจน รูป
ที่ 3-ง ขนาด 51x48 มองออกเปนรูปรางชัดเจนมาก
ที่สุด แตเลือกขนาด 31x29 แบบรูปที่ 3-ค เพราะใช
เวลา 5นาที ในการหาคําตอบ ตางจากขนาด 51x48 
แบบรูปที่ 3-ง ซึ่งใชเวลา 40 นาที ในการหาคําตอบ 
โดยผลออกมาใกลเคียงกัน 

  
     
     (ก)10x10   (ข) 22x20 

             
      (ค) 31x29   (ง) 51x48 
รูปที่ 3 ภาพหนาตัดยาง ที่ Volume fraction = 50%, 
Penalization = 3.0 ,r min= 2.2 ที่ขนาดตางๆ 
 
2. Penalization เปนตัวเรงการทํางาน ของโปรแกรม 
ทําใหเมื่อลูเขาแลว จะไปสูคําตอบเร็วขึ้น โดยรูปที่ 4-ค 
นั่นใชเวลาในการหา นอยกวารูปที่ 4-ก และ รูปที่ 4- ข 
แตใน รูปที่ 4-ง ไมใหคาลูเขา ยังคงทําซ้ําไปเรื่อยๆ ไม
สิ้นสุด แตไดกําหนดใหทําซ้ํามากสุดที่ 300 ครัง้จึง
แสดงรูปที่ 4-ง ทั้งที่คา C < 0.001 
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(ก) p=2.0   (ข) p=2.5 

        
(ค) p=3.0   (ง) p=3.5 

รูปที่ 4 ภาพหนาตัดยาง ที่ Volume fraction = 50%, , 
r min= 2.2 ที่ขนาด 31x29 ที่ Penalization มีคาตางๆ 
 
3. r min เปนการปรับปรุงคาความเขมของเอลิเมนต 
โดยลดความเขมของเอลิเมนตที่มีคามาก ใหกระจาย
ออกเปนวงรัศมี โดยรูปที ่5(ก) นั่นไมไดมีการปรับปรุง
คาความเขม เมื่อเปลี่ยนคาแลวทํารูปแบบเปลี่ยนไป 
แบงคราวๆ ได 2 แบบ คือ r min = 2.2 และ r min = 3.5 
 

          
     (ก) 1    (ข) 1.2    (ค) 2.2       
 

      
     (ง) 3.2            (จ) 3.5         (ฉ) 4.5      
รูปที่ 5 ภาพหนาตัดยาง ที่ Volume fraction = 50%, , 
ที่ขนาด 31x29 Penalization = 3.0 ,ที่ r min ตางๆ 
 
4. Volume fraction เปนการกําหนดพื้นที่คงเหลือรวม 
โดยจะใชคานี้เปนหลักในการหาคาความเหมาะสมขั้น
ตอไป โดยใหแสดงคาที่คา r min = 2.2 ตามรูปที่ 6 และ 
r min = 3.5 ตามรูปที่ 7  

 

       
   (ก) 30%         (ข) 40%          (ค) 50%  
 

     
     (ง) 60%             (จ) 70%      (ฉ) 80% 
รูปที่ 6 ภาพหนาตัดยาง Penalization = 3.0 ,ขนาด 
31x29 เอลิเมนต, rmin= 2.2 ที่คาVolume fraction 
ตางๆ 
 

     
    (ก) 30%        (ข) 40%     ค) 50%   
    

   
     (ง) 60%           (จ) 70%      (ฉ) 80% 
รูปที่ 7 ภาพหนาตัดยาง Penalization = 3.0, ขนาด 
31x29 เอลิเมนต, r min= 3.5 ที่คาVolume fraction 
ตางๆ 
4.2 สรุปผลและขอเสนอแนะ 
 จากงานวิจัยนี้ แสดงใหเห็นวา เราสามารถใช
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต รวมกับการหาคาความ
เหมาะสมทางโทโปโลยี (แบบ SIMP) ในการหา
รูปแบบของหนาตัดของลอยางตันที่เหมาะสม โดยการ 
Minimize Compliance  และ หลังจากทดสอบหลายๆ 
กรณีดูแลว ตัวแปรหลักๆที่มีผลตอรปูรางอยางมาก 
นั่นคือคา Volume fraction และ r min โดยมีผลออกมา  
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ใชเปนขอมูลเบื้องตนในการพัฒนารูปแบบตอไป เชน 
การใชวิธี ESO ในการหาคําตอบ การทดสอบวัสดุ
ผสม การเปลี่ยนประเภทของเอลิเมนต ตอไป 
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