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บทคดัย่อ  

บทความน้ีนําเสนอทฤษฎกีารเคลือ่นทีข่องโรเตอรเ์กรง็ในรปูแบบตวัแปรเชงิซอ้น สาํหรบัวเิคราะหก์าร

สัน่สะเทอืนของโรเตอรเ์กรง็ โดยทีจุ่ดศนูยก์ลางมวลไมอ่ยูก่ึง่กลางระหวา่งแบริง่ ถูกรองรบัทีป่ลายสองขา้งดว้ยแบริง่

โดยไมค่ดิผลของความหน่วงหนืด แต่พจิารณาผลของ การหน่วงจาก ไจโรสโคปิกดว้ย  จากหลกัการของนิวตนั หา

สมการการเคลือ่นทีแ่ละรปูรา่งการสัน่สะเทอืนในรปูแบบตวัแปรเชงิซอ้นทีแ่สดงทัง้ทศิทางและขนาดในระนาบที่

ตาํแหน่งแบริง่รองรบัทัง้สองขา้งเคลือ่นที ่พบวา่ทีค่วามเรว็การหมนุของโรเตอร์ ใดๆสามารถหาคา่ไอเจนและไอเจน

เวกเตอร ์ซึง่สามารถทาํนายรปูรา่งการสัน่สะเทอืน ในรปูแบบต่างๆ คอื แบบแกวง่ในแบบทศิตาม แบบทศิสวนทาง 

และแบบผสมกบัการหมนุของโรเตอร ์ อกีทัง้ยงัแสดงกราฟระหวา่งความเรว็การหมนุของโรเตอรเ์กรง็กบัคา่ไอเจน  

ซึง่ในกราฟสามารถทาํนายความเรว็วกิฤตของโรเตอรไ์ด ้

คาํหลกั: การสัน่สะเทอืน, โรเตอรเ์กรง็, ตวัแปรเชงิซอ้น 

 

Abstract 

 This paper shows equation of motion of a rigid rotor by complex variable which is therefore very 

convenient in vibration analysis of rigid body rotor. The center mass of the rotor is offset from the center 

line between the supported bearings. The damping of oil film bearing is neglected but only the damping of 

gyroscopic effect is interesting. Using Newton’s theory to find dynamic equation and mode shape in 

complex variable form, the results can show directions and magnitudes in planes of end rotor at bearings. 

This model, when the operating speeds show eigen-value and eigen-vector of the system, is predict the 

directional oscillation in forward, backward and mix mode. The running speeds map can be show the 

operating speeds with eigen-value which can be predicted the critical speed of the system.  

Keywords: Vibration, Rigid rotor, Complex variable  

 

1. บทนํา 

การวเิคราะหก์ารสัน่สะเทอืนของโรเตอรจ์ะ

พจิารณาการเคลือ่นที่ทีร่ะนาบ ซึง่สว่นของจาํนวนจรงิ 

และจาํนวนจติภาพในตวัแปรเชงิซอ้น สามารถใช้

อธบิายตาํแหน่งของจุดบนระนาบของการเคลือ่นทีไ่ด ้

นอกจากนัน้ยงัสามารถบอกทศิทางการเคลือ่นทีไ่ดอ้กี

ดว้ย โดยมนีกัวจิยัหลายๆทา่นไดศ้กึษาการ

สัน่สะเทอืน ดงัเชน่ อารยะและเชดิศกัดิ [์1], Chen [2], 

mailto:savitri_g@jgsee.kmutt.ac.th�


DRC-029126 

 

David [3], Kessler [4]-[5], Lee [6]-[7], Milvio [8], 

Richard [9] ในหลากหลายวธิ ีสาํหรบัLeeและผูร้ว่ม

วจิยั  [6]-[7] ไดเ้ริม่สนใจใชต้วัแปรเชงิซอ้นใน

การศกึษาการสัน่สะเทอืนของโรเตอร ์การตอบสนอง

จากความถี ่และพฒันาแนวคดิโดยเสนอการ

ตอบสนองความถีท่ีเ่กีย่วกบัทศิทาง  (directional 

Frequency Response Function (dFRF)) จากนัน้ 

Kessler [4]-[5] ศกึษาการสัน่สะเทอืนของโรเตอรเ์กรง็ 

ทีม่จีุดศนูยก์ลางมวลอยูต่รงกลางโดยใชต้วัแปร

เชงิซอ้นชว่ยในการวเิคราะห ์เป็นตน้ 

จากในหลกัการของตวัแปรเชงิซอ้น วเิคราะห์การ

สัน่สะเทอืนของโรเตอรเ์กรง็  ทีม่จีุดศนูยก์ลางมวลไม่

อยู่กึง่กลาง ระหวา่งแบรร์ิง่ทัง้สองขา้ง ถูกรองรบัที่

ปลายสองขา้งดว้ยแบริง่ไมค่ดิผลของความหน่วงหนืด 

แต่พจิารณาผลของไจโรสโคปิกดว้ย ทาํใหไ้ดผ้ลการ

เสนอประกอบดว้ย สมการการเคลือ่นทีแ่ละรปูรา่งการ

สัน่สะเทอืนในรปูแบบตวัแปรเชงิซอ้นทีแ่สดงทัง้

ทศิทางและขนาดในระนาบทีต่าํแหน่งแบริง่รองรบัทัง้

สองขา้งเคลือ่นที ่

โดยสามารถบอกลกัษณะการเคลือ่นทีใ่นรปูแบบ

ต่างๆได ้ เชน่ การเคลือ่นทีแ่บบ แกวง่ในแบบทศิตาม  

แบบทศิสวนทาง  และแบบผสมกบัการหมนุของโร

เตอร์ นอกจากนัน้ยงัแสดงกราฟความสมัพนัธร์ะหวา่ง

ความเรว็ของโรเตอรก์บัคา่ไอเจน ซึง่สามารถบอก

ความเรว็วกิฤตทีค่วามเรว็การหมนุของโรเตอรไ์ด ้

 

2.สมการการเคล่ือนท่ีของโรเตอรใ์นรปูแบบ

ตวัแปรเชิงซ้อน 

2.1 ตวัแปรเชิงซ้อนอธิบายการเคล่ือนท่ีในระนาบ 

 

Y,y(t)

Z,

z(t)
p(t)

Imag

P

Real
 

รปูที(่1) ตวัแปรเชงิซอ้นในระนาบการเคลือ่นที ่

สว่นของจาํนวนจรงิ และจาํนวนจติภาพในตวัแปร

เชงิซอ้น สามารถใชอ้ธบิายตาํแหน่งของจุดบนระนาบ

ของการเคลือ่นทีไ่ด ้ นอกจากนัน้ยงัใชส้ญัลกัษณ์ทีส่ ัน้

และกระชบั ซึง่เป็นขอ้ดขีองเน้ือหาทางคณติศาสตรท์ี่

สามารถอธบิายลกัษณะทางกายภาพได ้โดยบอกทัง้

ขนาดและทศิทางของการเคลือ่นทีไ่ด ้แสดงดงัรปูที ่(1) 

เมือ่พจิราณาระนาบการเคลือ่นทีท่ีข่ ึน้อยูก่บัเวลาของ

จุด P  ซึง่สามารถระบุดว้ยตวัแปรเชงิซอ้น p(t)  ทีเ่ป็น

เวกเตอรก์ารขจดัในรปูแบบเชงิซอ้น 

 

= + jp(t) y(t) z(t)   (1) 

 

ขณะที ่ j = -1  ถา้ y(t) และ z(t) เปลีย่นรปูแบบโดย

ใชเ้อสโพเนนเชยีวชว่ยในการอธบิาย p(t) กลายเป็น 

 
j t j t

f b= P + Pω ω−p(t) e e   (2) 

 

ขณะที ่ ω  เทา่กบั 2 Tπ  และ T  เป็น คาบของการ

เคลือ่นที ่ 

พจิารณาคาํจาํกดัความของระนาบเชงิซอ้นซึง่ fP

และ bP  คอื สว่นประกอบของเวกเตอร ์สว่น j tωe เป็น

เวกเตอรห์น่ึงหน่วยซึง่แสดงลกัษณะการหมนุ ในทศิ

สวนทางกบัเขม็นาฬกิาและในทศิทางเดยีวกบั

ความเรว็เชงิมมุ ω สาํหรบั j tω−e เป็นเวกเตอรห์น่ึง

หน่วยซึง่แสดงลกัษณะการหมนุ และในทศิทางตาม

เขม็นาฬกิาและในทศิทางเดยีวกบัความเรว็เชงิมมุ ω−

ซึง่ในสมการที ่(2) สาํหรบัการเคลือ่นทีท่ ัว่ไปนัน้จะ

เป็นสมการของวงรหีรอืวงกลม โดยพจิารณาจาก

ขนาดและทศิทางของ fP และ bP  
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2.2 แบบจาํลองทางคณิตศาสตรข์องสมการการ

เคล่ือนท่ีสาํหรบักรณีทัว่ๆไป 

พจิารณาสมการการเคลือ่นทีข่องโรเตอรท์ีถู่ก

สรา้งขึน้โดยตวัแปรจรงิในรปูแบบสมการเมทรคิ ดงัน้ี 

 

[ ] { }
{ } [ ] { }

{ } [ ] { }
{ }

{ }
{ }

M + C + K =
        

       
        

y y y fy
z z z fz

 

 
  (3) 

 

สมการทีแ่สดงมขีนาดของเมทรคิ 4แถว 4หลกั เป็น

สมการของโรเตอรเ์กรง็ เพราะวา่พจิารณาทีส่องโหนด

และไมค่ดิผลของการดดั โดยทีเ่มทรคิ [ ]C

ประกอบดว้ยผลเน่ืองจากตวัหน่วงและไจโรสโคปิค 

 

[ ] 0 0C + GC =     Ω        
  (4) 

 

ขณะที่ 0C 
   เป็นผลจากตวัหน่วงเน่ืองจากสารหลอ่ลืน่

ในแบริง่ สว่น 0G 
   เป็นผลจากตวัหน่วงเน่ืองจากไจ

โรสโคปิค 

สมการรปูแบบตวัแปรจรงิสามารถเปลยีนเป็นตวั

แปรเชงิซอ้นจากเมทรเิปลีย่นรปู [ ]T ดงัต่อไปน้ี 

 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
I I1

T =
- j I j I2

 
 
 

  (5) 

  

{ }
{ } [ ] { }

{ }T=
   
   
   

y p

z p
  (6) 

 

สาํหรบับทความน้ีจะใชส้ญัญาลกัษณ์บารบ์นตวัแปร

แสดงถงึคอนจุเกตของตวัแปรเชงิซอ้น( Complex 

conjugate) ขณะที่[ ]I ในสมการที ่(5) เป็นเมทรคิหน่ึง

หน่วย โดยการใช ้สมการที ่(6) แทนใน สมการที ่(3) 

และคณูดว้ย [ ]-1T  ตลอด จงึไดส้มการ 

 

[ ] { }
{ } [ ] { }

{ } [ ] { }
{ }

{ }
{ }C C CM C K+ + =

       
       
       

p p p g

p p p g

 

 
 (7) 

 

ขณะที ่ [ ] [ ] [ ][ ]-1
CM = T M T , 

 

 [ ] [ ] [ ][ ]-1
CC = T C T , 

 

 [ ] [ ] [ ][ ]-1
CK = T K T และ 

 

 { }
{ } [ ] { } { }

{ } { }
-1 j

j
T

+

−

    =   
    

y z

y z

f fg

g f f
 

สมการที ่(7) เป็นสมการการเคลือ่นทีข่องโรเตอร์

ในรปูแบบตวัแปรเชงิซอ้น นําเสนอโดย Lee [6]-[7] 

สามารถระบุทศิทางของแรงและทศิทางของการ

เคลือ่นทีไ่ด ้โดยทัว่ไปแลว้ทัง้แรงและการตอบสนองจะ

มสีว่นประกอบทศิการหมนุ ในแบบทศิตามเขม็นาฬกิา 

และแบบทศิสวนทางกบัเขม็นาฬกิา ดงัสมการต่อไปน้ี 

 

( ){ } { } { }j t - j t
f bt P + Pω ω=p e e   (8) 

  

( ){ } { } { }j t - j t
f bt G + Gω ω=g e e   (9) 

 

ซึง่ในสมการ (8) เวกเตอร ์ { }fP และ { }bP กาํหนดให้

เป็นสว่นประกอบของการเคลือ่นแบบหมนุในทศิตรง

ขา้มกนั และในสมการ (9) เวกเตอร ์ { }fG และ { }bG

กาํหนดใหเ้ป็นสว่นประกอบของแรงในทศิตรงขา้มกนั 

แทนสมการ (8) และ (9) ในสมการ (7) และเลอืก

พจิารณาเทอม j tωe  และ j tω−e ไดผ้ลในสองสมการ

ตามลาํดบั คอื 

 

[ ] [ ] [ ] { } { }f f
C C C

b b

P G2- M + j C + K =
P G

ω ω     (10) 

  

[ ] [ ] [ ] { } { }f f
C C C

b b

P G2- M + j C + K =
P G

ω ω     (11) 

 

เน่ืองจาก ทั้งสองสมการสามารถ บอกคุณลกัษณะของ

ระบบไดเ้หมือนกนัทั้งคู่ จึงเลือกพิจารณาเฉพาะเทอม 
j te ω  จากสมการ (10) ซ่ึงจะแสดงต่อไป 
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2.3 แบบจาํลองทางคณิตศาสตรข์องโรเตอรเ์กรง็ท่ี

จดุศนูยก์ลางมวลไม่อยู่ก่ึงกลางระหว่างแบร่ิง 

 

1L

2L

1yk
2

2yk
2

1yk
2

2yk
2

2zk
2

2zk
2

1zk
2

1zk
2

CG

Ω

1R
2R

1y

1z

2z

2y

Excitation planes

SEP

rm

1bm

2bm

z

y
x

 
รปูที ่(2) โรเตอรเ์กรง็ทีจุ่ดศนูยก์ลางมวลไมอ่ยูก่ึง่กลาง

ระหวา่งแบริง่ 

 

 พจิารณาในรปูที ่(2) ทีแ่สดงในตาํแหน่งสมดุล

อสิระ โรเตอรเ์กรง็มวลเทา่กบั rm ถูกรองรบัดว้ยแบริง่

ทีต่าํแหน่งปลายทัง้สองขา้งมวลเทา่กบั mb1 และ mb2

มคีวามยาวเทา่กบั 1 2L = L + L ซึง่จุดศนูยก์ลางมวลไม่

อยูก่ึง่กลางระหวา่งแบริง่ทัง้สอง โรเตอรห์มนุรอบ

แกนเพลาในทศิทวนเขม็นาฬกิา เทา่กบั Ω  ซึง่ใน

หลกัการของนิวตนั สามารถหาแบบจาํลองทาง

คณติศาสตรไ์ดด้งัสมการ (12) 

 ขณะที่ m เทา่กบัมวลรวมของระบบ, TJ และ PJ คอื 

โมเมนตค์วามเฉื่อยของมวลรอบแกน ขวาง กบัแกน

หมนุและรอบแกนหมนุ ตามลาํดบั 1L , 2L , 1R และ 2R

คอื ระยะขจดัจากจุดศนูยก์ลางมวลถงึจุดรองรบัและจุด

แรงกระทาํ ทีต่าํแหน่งที ่1 และ 2 ตามลาํดบั 

y1
k ,

1zk ,
2yk และ

2zk คอื คา่คงทีข่องสปรงิ ทีต่าํแหน่ง

ที ่1 และ 2 ตามลาํดบั และ 
1yf ,

1zf ,
2yf และ

2zf  คอื 

แรงทีก่ระทาํ ทีต่าํแหน่งที ่1 และ 2 ตามลาํดบั ซึง่แรง

ทีก่ระทาํในระนาบของโรเตอรโ์ดยสว่นใหญ่จะ

พจิารณาเน่ืองจากแรงทีไ่มส่มดุลของโรเตอร ์

ซึง่สมการ (12) เป็นสมการทัว่ไปของระบบโรเตอร์

เกรง็ ซึง่พจิารณาผลไจโรสโคปิคแต่ไมพ่จิาณาผลของ

ตวัหน่วงเน่ืองจากสารหลอ่ลืน่ 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

2

1 2

1 2

1

2 1

T T
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P P

y y1

1 2
y y

z z

1
z

L L
m m 0 0

L L
J J

- 0 0
L L

L L
0 0 m m

L L
J J

0 0 -
L L

0 0 0 0
J J

0 0 -
L L+

0 0 0 0
J J

- 0 0
L L

k k 0 0

L L
- k k 0 0

L L+
0 0 k k

L L
0 0 - k

L

Ω

 
 
         
   
   
 
  
 
   
   
   
   

  
  

1

2

1

2

1

2

1

2

y
y
z
z

y
y
z
z

















1 2

1 2

2
z2

k
L

+

R R
- +

L L
+

R R
- +

L L

=

 
               
 
 

 
 
  
 
 
 
  

1 2

1 2

1 2

1 2

1

2

1

2

y y

y y

z z

z z

y
y
z
z

f f

f f

f f

f f

 

 (12) 

 

โดยที ่แกน z และ y อธบิายการเคลือ่นทีท่ีต่าํแหน่ง

ปลายของโรเตอรท์ัง้สองขา้ง โดยสามารถเปลีย่น

รปูแบบสมการเป็นจาํนวนเชงิซอ้นไดใ้นสมการ (13) 

กาํหนด  1
1

L
l =

L
, 2

2
L

l =
L

, 

 

           1
1

R
r = ,

L
2

2
R

r = ,
L

 

 

  T
T 2

J
i =

L
, P

P 2
J

i =
L

, 

 

          
y z1 1

1

k + k
K =

2
,

y z2 2
2

k + k
K =

2
, 

 

        
y z1 1

1

k - k
K =

2
∆ และ

y z2 2
2

k - k
K =

2
∆   
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2 1

T T

2 1

T T

P P

P P

1 1 22

1 1 22

1 2 1 2

1 2 1 2

ml ml 0 0
- i i 0 0

0 0 ml ml
0 0 - i i

0 0 0 0
i - i 0 0

+ j
0 0 0 0
0 0 - i i

K K K K

- l K l K - l K l K1 2 1 2
K K K K

- l K l K - l K l K1 2 1 2

Ω

∆ ∆

∆ ∆
+

∆ ∆

∆ ∆

  
  
  
  

   
  
  
  
  

   
 
 
 
 
  

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

p
p
p
p

p
p
p
p

p
p

















( )
( )
( )
( )

1 2 1 2

1 2 1 2

+ j +

- r + r + j - r + r

+ - j +

- r + r j - r + r−

+

=

 
 
 
 
 

 
 
  
 
 
 
  

1

2

fy y z z1 2 1 2

y y z z1 2 1 2

y y z z1 2 1 2

y y z z1 2 1 2

p
p

f f f

f f f f

f f f f

f f f f  

 (13) 

 

แทนสมการ (8) และ (9) ในสมการ (1 3) และ

เลอืกพจิารณาเทอม j tωe  จงึไดส้มการ (14) ซึง่ใน

สมการน้ี มเีทอมของความถีร่วมอยูด่ว้ย 

กาํหนด   ( )2
1 2A = K - mlω ,  

( )2
2 1B = K - mlω ,     

( )2
T P 1 1C = i - i - K lω ωΩ , 

( )2
T P 2 2D = - i + i + K lω ωΩ , 

             ( )2
T P 1 1E = i + i - K lω ωΩ และ 

             ( )2
T P 1 1F = i + i - K lω ωΩ  

 

1 2 f1

1 1 2 2 f 2

2 b1

b21 1 2 2

f1 f 2

1 2f1 f 2

b1 b2

1 2b1 b2

PA B K K
C D - l K l K P
K K A B P1

P- l K l K E F

G + G
- r G + r G

=
G + G

- r G + r G

∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆

  
  
  
  

   
 
 
 
 
 

 
 

(14) 

 

 

 

 

3.โหมดการเคล่ือนท่ีท่ีเก่ียวข้องกบัทิศทาง 

เน่ืองจากค่าไอเจน  

พจิารณาการสัน่สะเทอืนแบบอสิระ จากสมการ (14) 

สามารถลดรปูสมการเป็น 

     

1 2 f1

1 1 2 2 f 2

2 b1

b21 1 2 2

PA B K K
C D - l K l K P
K K A B P1

P- l K l K E F

0
0

=
0
0

∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆

  
  
  
  

   
 
 
 
 
 

 

 

(15) 

 

ซึง่สมการ (15) เป็นรปูแบบเมทรคิ 4 แถว 4หลกั 

เมือ่แกด้เีทอรม์เินนตส์มการหาคา่ความถีไ่ดท้ัง้หมด 8 

คา่ ซึง่เป็นคา่ไอเจนของระบบ ถา้ไมค่ดิผลของไจโรส

โคปิคจะไดเ้ป็นความถีธ่รรมชาตขิองระบบ ซึง่คา่ไอ

เจนแต่ละคา่สามารถหาลกัษณะการเคลือ่นทีข่องระบบ

โรเตอรน์ัน้ได ้

เพือ่ใหส้ะดวกต่อการเขา้ใจลกัษณะการเคลือ่นที ่

จงึยกตวัอยา่งมาอธบิาย โดยกาํหนดให ้ m เทา่กบั

8.235 กโิลกรมั , TJ และ PJ เทา่กบั -4946.52×10

และ -445.86×10 กโิลกรมั ⋅ เมตร
2   

1L และ 2L เทา่กบั

0.225 และ 0.195 เมตร y1
k ,

1zk ,
2yk และ

2zk  เท่ากบั

63.721, 70.864, 65.049 และ74.104 ตามลาํดบั 

เมือ่พจิารณาทีค่วามเรว็โรเตอรท์ี่ Ω เทา่กบั 0, 50

และ 100 เฮริตซ ์จากสมการ (15) สามาถหาคา่ไอเจน

แสดงในตารางที ่1  

 

ตารางที ่1 คา่ไอเจนทีค่วามเรว็โรเตอรต่์างๆ 

ความเรว็

โรเตอร ์

(เฮริตซ)์ 

คา่ไอเจน (เฮริตซ)์ 

ตวัที ่1 

( 1ω± ) 

ตวัที ่2 

( 2ω± ) 

ตวัที ่3 

( 3ω± ) 

ตวัที ่4 

( 4ω± ) 

0 19.7224 20.9319 33.8248 35.8170 

50 19.7221 20.9316 33.2617 36.4243 

100 19.7213 20.9308 32.2589 37.5596 
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ซึง่คา่ไอเจนสามารถหาคา่ไอเจนเวกเตอรไ์ด ้

ดงัต่อไปน้ี 

 

ตารางที ่2 คา่ไอเจนเวกเตอรท์ีค่วามเรว็โรเตอรต่์างๆ 

ไอเจน

เวกเตอร ์

ไอเจนเวกเตอรท์ีค่า่ไอเจนตวัที ่

ตวัที ่1 

( 1ω± ) 

ตวัที ่2 

( 2ω± ) 

ตวัที ่3 

( 3ω± ) 

ตวัที ่4 

( 4ω± ) 

f 1

f 2

b1

b2 0

P
P
P
P

Ω=

 
 
 
 
 
  

 
0.80

1
0.80

1

 
 
 
 
 
  

 
0.80

1
0.80

1

 
 
 
 − 
 − 

 
1

0.78
1

0.78

 
 − 
 
 
 − 

 
1

0.79
1

0.79

− 
 
 
 
 
 − 

 

f 1

f 2

b1

b2 50

P
P
P
P

Ω=

 
 
 
 
 
  

 
0.79

1
0.80
0.98

 
 
 
 
 
  

 
0.84
0.99

0.82
1

− 
 − 
 
 
  

 
0.37

0.29
1

0.78

− 
 
 
 − 
  

 
1

0.79
0.34

0.27

 
 − 
 − 
  

 

f 1

f 2

b1

b2 100

P
P
P
P

Ω=

 
 
 
 
 
  

 
0.79
0.97
0.78

1

 
 
 
 
 
  

 
0.84
0.99

0.80
1

− 
 − 
 
 
  

 
0.21

0.16
1

0.77

− 
 
 
 − 
  

 
1

0.80
0.18
0.15

− 
 
 
 
 
 − 

 

  

เมือ่พจิารณาไมม่คีวามเรว็โรเตอร(์ 0Ω = ) แทนคา่ไอ

เจนเวกเตอรแ์ละคา่ไอเจน(เรเดยีน) ซึง่เป็นความถี่

ธรรมชาตขิองระบบ ในสมการ (8) 

 สาํหรบั 1ω+ ได ้

 

   ( ){ } 1 1j t - j t0.8 0.8t +ω ω=11p e e  

           ( ){ } 1 1j t - j tt +ω ω=12p e e  
(16) 

  

 สาํหรบั 2ω+ ได ้

 

  ( ){ } 2 2j t - j t0.8 0.8t -ω ω=21p e e  

           ( ){ } 2 2j t - j tt -ω ω=22p e e  
(17) 

  

 สาํหรบั 3ω+ ได ้

 

           ( ){ } 3 3j t - j tt +ω ω=31p e e  

      ( ){ } 3 3j t - j t-0.78 - 0.78t ω ω=32p e e  
(18) 

  

 สาํหรบั 4ω+ ได ้

 

            ( ){ } 4 4j t - j t-t +ω ω=41p e e  

       ( ){ } 4 4j t - j t0.79 - 0.79t ω ω=42p e e  
(19) 

 

สมการ (16) และ (17) สามารถทีจ่ะบอกลกัษณะโหมด

การเคลือ่นทีเ่น่ืองจากความถีธ่รรมชาต ิแบบยา้ย

ตาํแหน่งในแนว แกน y และ z ตามลาํดบั สว่นสมการ 

(18) และ (19) สามารถทีจ่ะบอกลกัษณะโหมดการ

เคลือ่นทีเ่น่ืองจากความถีธ่รรมชาต ิแบบแกวง่ใน

แนวแกน y และ z ตามลาํดบั 

 เมือ่พจิารณาโรเตอรห์มนุทีค่วามเรว็โรเตอร์

เทา่กบั 100 เฮริตซ ์สามารถทีจ่ะบอกลกัษณะโหมด

การเคลือ่นทีเ่น่ืองจากคา่ไอเจนไดด้งัต่อไปน้ี 

 สาํหรบั 1ω+ ได ้

 

        ( ){ } 1 1j t - j t0.79 0.78t +ω ω=11p e e  

   ( ){ } 1 1j t - j tt 0.97 +ω ω=12p e e  
(20) 

  

 สาํหรบั 2ω+ ได ้

 

        ( ){ } 2 2+
j t - j t0.84 0.8t - ω ω=21p e e  

     ( ){ } 2 2j t - j tt - 0.99 +ω ω=22p e e  
(21) 

  

 สาํหรบั 3ω+ ได ้

 

   ( ){ } 3 3j t - j tt -0.21 -ω ω=31p e e  

        ( ){ } 3 3j t - j t0.16 0.77t ω ω+=32p e e  
(22) 

  

 สาํหรบั 4ω+ ได ้

 

    ( ){ } 4 4j t - j t-t 0.18ω ω= +41p e e  

       ( ){ } 4 4j t - j t0.80 - 0.15t ω ω=42p e e  
(23) 
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 สมการ (20) และ (21) แสดงลกัษณะการแกวง่

แบบผสมกบัการหมนุของโรเตอร์  สมการ (22) แสดง

ลกัษณะการแกวง่แบบทศิสวนทาง กบัการหมนุของโร

เตอร์  และ สมการ (23) แสดงลกัษณะการแกวง่แบบ

ทศิตาม กบัการหมนุของโรเตอร์  ซึง่จะแสดงในรปู 

ดงัต่อไปน้ี 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รปูที ่(3) การแกวง่แบบผสมกบัการหมนุของโรเตอร ์

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รปูที ่(4) การแกวง่แบบผสมกบัการหมนุของโรเตอร ์

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รปูที ่(5) การแกวง่แบบทศิสวนทางกบัการหมนุ

ของโรเตอร ์

 

 

 

 

 

 

 

 

รปูที ่(6) การแกวง่แบบทศิตามกบัการหมนุ 

ของโรเตอร ์

 

ซึง่ถา้พจิารณาคา่ไอเจนทีต่ดิลบจะทาํใหล้กัษณะการ

แกวง่ตรงกนัขา้มกบัทศิทางทีแ่สดงดงัรปูทีผ่า่นมา 

เมือ่ทาํการเปลีย่นความเรว็ของโรเตอรส์ามารถที่

จะหาความสมัพนัธข์องความเรว็โรเตอรก์บัคา่ไอเจน 

ดงัแสดงในรปูที ่(7) 

ซึง่เมือ่เขยีนเสน้ความชนัเทา่กบัหน่ึงจะตดักบั

เสน้กราฟทัง้สีจุ่ด ซึง่เป็นจุดทีค่วามเรว็เทา่กบัคา่ไอ

เจนพอด ีเมือ่ปรบัความเรว็ของโรเตอรเ์ทา่กบัคา่น้ีจะ

ทาํใหเ้กดิการสัน่อยา่งรุนแรง เรยีกความเรว็น้ีวา่

ความเรว็วกิฤตของโรเตอร ์

 
รปูที ่(7) ความสมัพนัธข์องความเรว็โรเตอรก์บั 

คา่ไอเจน 

 

 

Ω 

#1 

#2 
CG 

2z
1y

1z

2y

Ω 

#1 

#2 

CG 

1y

1z

2z

Ω 

#1 
CG 

#2 

1y

1z

2z

Ω 

#2 

CG 

#1 

1y

1z

2z

2y

2y

2y

สมการ (20) 

สมการ (21) 

สมการ (22) 

สมการ (23) 
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4.สรปุ 

ผลจากการใชต้วัแปรเชงิซอ้นมาอธบิายการ

เคลือ่นทีใ่นระนาบ นอกจากมคีวามสมัพนัธก์บัทาง

กายภาพแลว้ยงัสามารถนํามาใชเ้ป็นหลกัการในการ

วเิคราะหก์ารสัน่ของโรเตอร ์ดงัเชน่ การสัน่แบบอสิระ 

ซึง่สามารถหาคา่ไอเจนและยงัสามารถทาํนายลกัษณะ

การแกวง่ของระบบโรเตอรไ์ด(้แบบผสม , แบบทศิสวน

ทางและแบบทศิตามกบัการหมนุของโรเตอร)์ อกีทงัยงั

สามารถหาความเรว็วกิฤตจากกราฟความสมัพนัธ์

ระหวา่งความเรว็โรเตอรก์บัคา่ไอเจน 
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