
E-AMM-008003 

 

 

การประชุมวชิาการเครอืขา่ยวศิวกรรมเครือ่งกลแหง่ประเทศไทย ครัง้ที ่23 

4 – 7 พฤศจกิายน 2552 จงัหวดัเชยีงใหม ่ 

 

ความถ่ีธรรมชาติของคานสมํา่เสมอท่ีมีมวลจดุและรองรบัด้วยสปริง 

Natural Frequencies of a Spring–Supported Uniform Beam with Point Masses 

 

ศราวธุ อมรดารา
1,
* และ อภวินัท ์พลชยั

1
 

  
1 ภาควชิาวศิวกรรมเครือ่งกล คณะวศิวกรรมศาสตร ์มหาวทิยาลยัเชยีงใหม ่อ.เมอืง จ.เชยีงใหม ่50200  

* ตดิต่อ: โทรศพัท:์ (086) 6581891 

E-mail: por_sarawoot@hotmail.com 

 

บทคดัย่อ  

งานวจิยัน้ีเกีย่วกบัการศกึษาผลของมวลจุดต่อความถีธ่รรมชาตขิองคานสมํ่าเสมอรองรบัดว้ยสปรงิ โดยมุง่เน้น

ทีก่ารเปลีย่นความถีธ่รรมชาตติวั แรกของระบบคานไปจากเดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์ดว้ยมวลจุด 1 กอ้น   แบบจาํลองคาน

เป็นไปตามทฤษฎขีองออยเลอร์–แบรนู์ลล ีและสมการการเคลือ่นที่สาํหรบักรณทีีม่มีวลจุดและไมม่มีวลจุดใชก้ฎการ

เคลือ่นทีข่องนิวตนั  ตรวจสอบความถูกตอ้งของผลเชงิทฤษฎดีว้ยการทดลอง โดยทดลองกบัคานภาคตดัสีเ่หลีย่มผนืผา้  

สดัสว่นมวลจดุต่อมวลคานทีใ่ชใ้นการวจิยัมขีนาดอยูใ่นชว่ง 0.050 ถงึ 0.575  จากผลการวจิยัพบวา่ ถา้แบบจาํลองคดิ

มวลของระบบทีส่ ัน่ทัง้หมด  เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคลือ่นของความถีธ่รรมชาตติวัที ่1 ถงึ 3 ทีไ่ดจ้ากทฤษฎเีทยีบกบัที่

ไดจ้ากการทดลองสาํหรบัระบบคานทีไ่มม่มีวลจุดและมมีวลจุดไมเ่กนิ 0.8 และ 2.0 เปอรเ์ซน็ต ์ตามลาํดบั  ปจัจยัทีท่าํ

ใหค้วามถีธ่รรมชาตติวัแรกของระบบคานเปลีย่นไปจากเดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์คอื ขนาดและตาํแหน่งของมวลจุด โดยการ

ตดิตัง้มวลจุด ณ ตาํแหน่งใกลก้บัสปรงิรองรบัทีม่คีา่นิจน้อยใชข้นาดมวลจุดน้อยทีส่ดุ   

คาํหลกั: ความถีธ่รรมชาต,ิ คานและมวลจุด, คานรองรบัดว้ยสปรงิ 
 

Abstract 

This research aims at studying point–mass effect on natural frequencies of a spring–supported 

uniform beam for changing fundamental frequency of the beam by 5 % with 1 point–mass. The equations of 

motion for beams with and without point–mass are derived by applying Newton’s law with the model based 

on Euler–Bernoulli beam theory. The experiment is setup to examine accuracy of the theory. The beam 

made of steel with rectangular section and ratio of point–mass to beam–mass in the range of 0.050 to 0.575 

is used in the experiment. The conclusion is that the calculated natural frequencies for the first three modes, 

by using the model including all moving masses, are close to the results from the experiment with the error 

not more than 0.8 % and 2.0 % for the beam systems with and without point–masses respectively. The 

factors affecting the first natural frequency to change by 5 % are magnitude and position of the point–mass. 

For this case the point–mass attached close to spring–support with less spring stiffness has the least 

magnitude.   

Keywords: Natural Frequencies, Beam with Point Masses, Spring–Supported Uniform Beam 
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1. บทนํา 

การทาํงานของเครือ่งจกัรมกัเกดิการสัน่  หาก

ความถีข่องตวักระตุน้การสัน่ตรงกบัความถีธ่รรมชาติ

ของระบบ จะเกดิการสัน่อยา่งรุนแรง (Resonance) ซึง่

ทาํใหเ้กดิการเสยีหายได,้ [1] 

เป็นทีท่ราบกนัโดยทัว่ไปวา่   ความถีธ่รรมชาติ

ของระบบเกีย่วขอ้งกบัความเป็นสปรงิและมวลของ

ระบบ  การเปลีย่นความถีธ่รรมชาตขิองระบบเพือ่

หลกีเลีย่งการสัน่อยา่งรุนแรงดงักลา่วกระทาํได ้2 วธิี

คอื  การเปลีย่นความเป็นสปรงิหรอืการเปลีย่นมวล

ของระบบ  จากการศกึษาทีผ่า่นมาพบวา่   ไดเ้น้นไปที่

การเปลีย่นความเป็นสปรงิของระบบ แต่การเปลีย่น

มวลของระบบยงัมกีารศกึษาน้อยอยู ่

งานวจิยัน้ีไดเ้น้นการศกึษาไปทีก่ารเปลีย่นมวล

ของระบบดว้ยการตดิตัง้มวลจุด  เพือ่ศกึษาวา่  มวลจุด

สง่ผลต่อความถีธ่รรมชาตขิองระบบอยา่งไร  โดย

ศกึษากบัคานเน่ืองจากเป็นชิน้สว่นอยา่งงา่ยทีม่กีารใช้

งานกนัอยา่งแพรห่ลายในงานวศิวกรรมและมกั

นําไปใชใ้นบรเิวณทีม่กีารสัน่  ตวัอยา่งเชน่ คานทีใ่ช้

เป็นฐานในการตดิตัง้มอเตอร,์ [2]  คานทีใ่ชเ้ป็นฐานใน

การตดิตัง้เครือ่งจกัร เป็นตน้  ในทีน้ี่ไดศ้กึษาเฉพาะ

กรณขีองคานสมํ่าเสมอรองรบัดว้ยสปรงิเพือ่เป็น

ตวัอยา่งโดยมทีัง้ในสว่นของทฤษฎแีละการทดลอง  

ในการทดลองไดศ้กึษากบัระบบคานขา้งตน้จาํนวน

หน่ึงชุดเพือ่นําผลทีไ่ดไ้ปตรวจสอบกบัผลการคาํนวณ

ตามทฤษฎ ี

2. ทฤษฎี 

ในหวัขอ้น้ีไดนํ้าเสนอทฤษฎกีารสัน่อสิระของคาน

รองรบัดว้ยสปรงิในกรณทีีม่มีวลจุดและไมม่มีวลจุด  

รายละเอยีดมดีงัน้ี 

2.1 ทฤษฎีการสัน่อิสระของคานท่ีไม่มีมวลจดุและ

รองรบัด้วยสปริง 

คานทีไ่มม่มีวลจุดและรองรบัดว้ยสปรงิทีพ่จิารณา 

แสดงดงัรปูที ่1 โดย  E คอื มอดุลสัของยงั (Young’s 

modulus)  I คอื โมเมนตค์วามเฉื่อยของพืน้ทีห่น้าตดั

ของคานทีค่ดิรอบแกนสะเทนิ  m  คอื มวลคานต่อหน่ึง

หน่วยความยาว  L คอื ความยาวคาน  k1 และ k2

 x  

 

k1 k2
 

m, EI
w(x,t)

L

 คอื 

คา่นิจของสปรงิรองรบัทางดา้นซา้ยและขวา ตามลาํดบั  

สมมตใิหส้ปรงิรองรบัไรม้วล 

 
รปูที ่1 คานทีไ่มม่มีวลจุดและรองรบัดว้ยสปรงิ 

 

สามารถเขยีนสมการการเคลือ่นทีใ่นแนวดิง่ของ

คานทีไ่มม่มีวลจุดโดยแบบจาํลองคานเป็นไปตาม

ทฤษฎคีานของออยเลอร–์แบรนู์ลล ีไดด้งัน้ี, [1] 

∂ ∂

∂ ∂

2

4 2

4
w(x, t) w(x, t)

EI + m = 0
x t

 (1) 

โดยที ่ w(x, t)  คอื การกระจดัตามขวางของคานทีไ่มม่ี

มวลจุด ณ ตาํแหน่ง x ทีเ่วลา t   

เงือ่นไขทีข่อบของคานคอื 

ที ่x = 0 

∂

∂

2

2

w(0, t)
EI = 0

x
 (2) 

∂

∂

3

13

w(0, t)
EI = -k w(0, t)

x
 (3) 

ที ่x = L 

∂

∂

2

2

w(L, t)
EI = 0

x
 (4) 

∂

∂

3

23

w(L, t)
EI = k w(L, t)

x
 (5) 

สมการ (1) ถงึ (5) ปรบัอยูใ่นรปูตวัแปรไรม้ติ ิ  จากนัน้

วเิคราะหเ์ชงิทฤษฎโีดยวธิทีางคณติศาสตรป์กตจิะได ้

2
r r 4ω β

EI
=

mL
 ; r = 1, 2, 3,…,n (6) 

6 3
1 2ββββ  

ββββ  

(1- cos( )cosh( )) +(q +q )

(cos( )sinh( ) - sin( )cosh( ))
 

1 2 ββ +2q q sin( )sinh( ) =0
 (7) 
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 
 
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  
   

    







 
 
 

 
 
 



r r

r r

1
r3r

r

r r

r

r r

r r

1
r3

r

r r

1
3
r

ββ

ββ

β
β

ββ

β

ββ

ββ

β
β

ββ

β

cosh( ) - cos( )

sin( ) - sinh( )

2q
sinh( )W (z) = A

-
sin( ) - sinh( )

(sin( z))

cosh( ) - cos( )

sin( ) - sinh( )

2q
sinh( )

+ -
sin( ) - sinh( )

2q
-






  

  
  
  
  
   



r

r r

β

ββ

sinh( z)

+cos( z)+cosh( z)

; r = 1, 2, 3,...,n
 (8) 

โดยที ่ rω  คอื ความถีธ่รรมชาตติวัที ่ r ของระบบคานที่

ไมม่มีวลจุด และ rW (z)  คอื รปูรา่งฐานนิยม  (Mode 

shape) ที ่r ของคานทีไ่มม่มีวลจดุในรปูตวัแปรไรม้ติ ิ

 
 
 

4
24

β ω
mL

=
EI

 (9) 

3
1

1

k L
q =

EI  
(10) 

3
2

2

k L
q =

EI  
(11) 

กาํหนดให ้ rW (z)  เป็นฟงักช์นัทีม่สีมบตั,ิ [3] 

≠





∫ r s

1 1, r = s
W (z)W (z)dz =

0, r s0
 (12) 

เรยีกวา่ สมบตัเิชงิตัง้ฉากของฟงักช์นัปกติ (Orthogonality 

of normal functions) และใชส้มบตัน้ีิหาตวัคงที ่A ในสมการ 

(8)  สมการ (6) และ (7) ใชค้าํนวณหาความถีธ่รรมชาตขิอง

คานทีไ่มม่มีวลจุดและรองรบัดว้ยสปรงิ  สมการ (8) ใช้

คาํนวณหารปูรา่งฐานนิยมของคานทีไ่มม่มีวลจุดและรองรบั

ดว้ยสปรงิ 

2.2 ทฤษฎีการสัน่อิสระของคานท่ีมีมวลจดุและ

รองรบัด้วยสปริง 

คานทีม่มีวลจุดจาํนวน p กอ้นและรองรบัดว้ยสปรงิ

ทีพ่จิารณา แสดงดงัรปูทีต่ามมา 
 x 

k1 k2 

m1 m2 mp 

x1 

x2 

xp 

L  
รปูที ่2 คานทีม่มีวลจุดจาํนวน p กอ้น 

และรองรบัดว้ยสปรงิ 
 

สามารถเขยีนสมการการเคลือ่นทีใ่นแนวดิง่ของคาน

ทีม่มีวลจุดจาํนวน p กอ้น โดยแบบจาํลองคานเป็นไป

ตามทฤษฎคีานของออยเลอร–์แบรนู์ลล ีไดด้งัน้ี, [4] 

δ

∂ ∂

∂ ∂

∂

∂
∑

4 2

4 2

2

j j2

p

j=1

w(x,t) w(x,t)
EI +m

x t

w(x,t)
= - m (x -x )

t

 

(13) 

โดยที ่ w(x,t)  คอื การกระจดัตามขวางของคานทีม่ี

มวลจุด ณ ตาํแหน่ง x ทีเ่วลา t   สาํหรบั jm คอื มวล

จดุกอ้นที ่j  และ δ .( )  คอื ฟงักช์นัไดแรคเดลตา้ (Dirac 

delta function)   สมการ (13) เขยีนอยูใ่นรปูตวัแปรไร้

มติ ิ จากนัน้วเิคราะหเ์ชงิทฤษฎโีดยวธิกีารรวมเชงิ

วเิคราะหแ์ละเชงิตวัเลข (Analytical and numerical 

combined method) จะได ้

λ[ ] − [ ]G  =  0 (14) 

โดยที ่

[ λ]  = diag ( 21ω

ω
( ) , 22ω

ω
( ) , 23ω

ω
( ) , 

            …, 2nω

ω
( ) ) 

(15) 

[G] = [I] + [H] (16) 

สาํหรบั  

ω คอื ความถีธ่รรมชาตขิองระบบคานทีม่มีวลจุด 
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[I] =  เมทรกิซเ์อกลกัษณ์ (Identity matrix) (17) 

[H] =  ∑ T
j j j

P

j=1
M {W(z )}{W(z )}  (18) 

j

3 nj j

1 2j j
{W(z )} = {W (z ) W (z )

W (z ) ... W (z )}
 

(19) 

สมการ (14) ใชค้าํนวณหาความถีธ่รรมชาตขิองคานที่

มมีวลจุดและรองรบัดว้ยสปรงิ 

3. การทดลอง 

การดาํเนินงานในสว่นน้ีแบง่ออกเป็นห้ าสว่นหลกั  

รายละเอยีดมดีงัน้ี 

3.1 ชดุทดลอง 

ชดุทดลองทีใ่ชใ้นการวจิยัแสดงดงัรปูทีต่ามมาน้ี 

โดยสามารถถอดและประกอบมวลจดุไดส้ะดวก 
       คาน 

แท่นทดสอบ 

ค้อนสําหรับเคาะ เครื�องวิเคราะห์การสั�น 
เสากันโคลง 

มวลจุด 

สปริงรองรับตัวที� 1 สปริงรองรับตัวที� 2 

หัววัดการสั�น 

รปูที ่3 ชุดทดลอง 

 

3.2 วสัดอุปุกรณ์และเครื่องมือท่ีใช้ในการทดลอง 

วสัดุอุปกรณ์ทีใ่ชใ้นการทดลองประกอบดว้ย คาน

เหลก็ยาว 1 เมตร ขนาดภาคตดั 25 ×  12 มลิลเิมตร 

จาํนวน 1 ชิน้ ซึง่มวลคานเทา่กบั 2.449 กโิลกรมั และ

มอดุลสัของยงัของวสัดุทีใ่ชท้าํคานเทา่กบั 210.3 จกิะ

ปาสกาล  สปรงิรองรบัตวัที ่1 ซึง่คา่นิจเทา่กบั 193.4 

นิวตนัต่อมลิลเิมตร และมวลเทา่กบั 1.9 62 กโิลกรมั  

สปรงิรองรบัตวัที ่2 ซึง่คา่นิจเทา่กบั 16.28 นิวตนัต่อ

มลิลเิมตร และมวลเทา่กบั 1.8 72 กโิลกรมั  มวลจุด   

เสากนัโคลง  และแทน่ทดสอบ   

เครือ่งมอืทีใ่ชใ้นการทดลองประกอบดว้ย เครือ่ง

วเิคราะหก์ารสัน่ยีห่อ้ Brüel & Kjaer รุน่ 2515  หวัวดั

การสัน่ยีห่อ้ Brüel & Kjaer รุน่ 4391 ซึง่มวลเทา่กบั 

0.036 กโิลกรมั  คอ้นสาํหรบัเคาะ  และเครือ่งชัง่น้ําหนกั 

ความละเอยีด 1 กรมั  
 

 

 

3.3 วิธีการทดลอง 

ในหวัขอ้น้ีเป็นการนําเสนอวธิกีารทดลองหาความถี่

ธรรมชาตขิองชุดทดลองขณะมมีวลจุดและไมม่มีวลจุด  

การทดลองน้ีใชว้ธิคีอ้นเคาะ (Impact hammer method)  

ตาํแหน่งตดิตัง้หวัวดัการสัน่และตาํแหน่งเคาะกาํหนดดงั

รปูทีต่ามมา 
 

H2 P2 H1 P1 k1 

100 มม. 200 มม. 200 มม. 200 มม. 300 มม. 

k2 

 
รปูที ่4 ตาํแหน่งหวัวดัการสัน่และตาํแหน่งเคาะทีใ่ชใ้น

การทดลอง 

 

โดยที ่P1 และ P2 คอื ตาํแหน่งหวัวดัการสัน่  สว่น H1 

และ H2 คอื ตาํแหน่งเคาะ  ขนาดของแรงเคาะไมไ่ดถู้ก

กาํหนดในการทดลองน้ีเน่ืองจากควบคุมยาก  แต่จาก

การทดลองเบือ้งตน้พบวา่ แรงเคาะทีข่นาดต่าง ๆ ไม่

สง่ผลใหค้วามถีธ่รรมชาตทิีว่ดัไดแ้ตกต่างกนั  ชว่ง

ความถีท่ีใ่ชใ้นการวเิคราะหส์ญัญาณการสัน่ของเครือ่ง

วเิคราะหก์ารสัน่เทา่กบั 0 ถงึ 100 เฮริตซ ์ การทดลอง

หาความถีธ่รรมชาตขิองระบบคานทีม่มีวลจุดและไมม่ี

มวลจุดมขี ัน้ตอนเหมอืนกนั  รายละเอยีดมดีงัน้ี 

(1) ตดิตัง้หวัวดัการสัน่ ณ ตาํแหน่ง P1 

(2) เคาะคานดว้ยคอ้น ณ ตาํแหน่ง H1 เพือ่ให้

ระบบคานเกดิการสัน่อสิระ  จากนัน้วดัความถีธ่รรมชาติ

ของระบบคานดว้ยเครือ่งวเิคราะหก์ารสัน่  ขัน้ตอนน้ี

ทดลองซํ้าจาํนวนสามครัง้  ผลเบือ้งตน้ทีไ่ดจ้ากการ

ทดลองไดก้ลา่วไวใ้นหวัขอ้ 3.5 

(3) ทดลองตามขัน้ตอน (2) ซํ้าอกีครัง้แต่เปลีย่น

ตาํแหน่งเคาะเป็น H2  

(4) เปลีย่นตาํแหน่งหวัวดัการสัน่เป็น P2 แลว้ทาํตาม

ขัน้ตอน (2) และ (3) ซํ้าอกีครัง้ 

ดงันัน้การทดลองหาความถีธ่รรมชาตขิองระบบ

คานหน่ึง ๆ ตอ้งทดลองเคาะทัง้หมด 12 ครัง้  ขนาด

และตาํแหน่งของมวลจุด 1 กอ้นสาํหรบัการวจิยัเป็นดงั

หวัขอ้ทีต่ามมาน้ี 

 



E-AMM-008003 

 

 

3.4 ขนาดและตาํแหน่งของมวลจดุ  1 ก้อนสาํหรบั

การวิจยั 

ในหวัขอ้น้ีเป็นการนําเสนอขนาดและตาํแหน่งของ

มวลจุด 1 กอ้นสาํหรบัการวจิยั  กาํหนดใหก้ารตดิตัง้

มวลจุดดงักลา่วเปลีย่นความถีธ่รรมชาตติวัแรกของ

ระบบคานไปจากเดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์ ตาํแหน่งตดิตัง้มวล

จุดกาํหนดไวส้ีต่าํแหน่งคอื 1, 2, 3 และ 4 แสดงดงัรปูที่

ตามมา   แต่ละตาํแหน่งไดสุ้ม่ตดิตัง้มวลจุดทีม่ขีนาด

แตกต่างกนั 5 ขนาด  ดงันัน้ระบบคานทีใ่ชใ้นการวจิยัน้ี

มทีัง้หมด 20 กรณ ี
 

k2 
1 2 4 3 

200 มม. 200 มม. 200 มม. 200 มม. 200 มม. 

k1 

รปูที ่5 ตาํแหน่ง 1 ถงึ 4 สาํหรบัตดิตัง้มวลจุดบนคาน 
 

3.5 ผลเบือ้งต้นจากการทดลอง 

การวดัความถีธ่รรมชาตขิองระบบคานดว้ยเครือ่ง

วเิคราะหก์ารสัน่  ผลเบือ้งตน้ทีไ่ดจ้ะแสดงเป็นกราฟ

โดเมนความถี ่(Frequency domain)  ในทีน้ี่ไดนํ้ากราฟ

โดเมนความถีจ่ากการทดลองหาความถีธ่รรมชาตขิอง

คานทีไ่มม่มีวลจดุและรองรบัดว้ยสปรงิ ณ ตาํแหน่ง

หวัวดัการสัน่ P2 และตาํแหน่งเคาะคาน H1 มานําเสนอ

เพือ่เป็นตวัอยา่ง แสดงดงัรปูทีต่ามมา   

 
รปูที ่6 กราฟโดเมนความถีจ่ากการทดลองหาความถี่

ธรรมชาตขิองคานทีไ่มม่มีวลจุดและรองรบัดว้ยสปรงิ ณ 

ตาํแหน่งหวัวดัการสัน่ P2 และตาํแหน่งเคาะคาน H1 
 

โดยแกนนอนแสดงความถี ่มหีน่วยเป็นเฮริตซ์  และแกน

ตัง้แสดงความเรง่ของการสัน่ มหีน่วยเป็นเมตรต่อวนิาที
2

เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคลือ่น = 

   

4. ผลเชิงทฤษฎี ผลการทดลอง การเปรียบเทียบ 

และการวิจารณ์ 

4.1 ผลเชิงทฤษฎี ผลการทดลอง การเปรียบเทียบ 

และการวิจารณ์เก่ียวกบัความถ่ีธรรมชาติของ

คานท่ีไม่มีมวลจดุและรองรบัด้วยสปริง 

ในทีน้ี่เป็นการนําเสนอผลเชงิทฤษฎแีละผลการ

ทดลองเกีย่วกบัความถีธ่รรมชาตขิองคานทีไ่มม่มีวล

จดุและรองรบัดว้ยสปรงิ   ในขณะทีค่านสัน่ระหวา่งการ

ทดลอง  มวลสปรงิรองรบัและมวลหวัวดัการสัน่จะสัน่

ดว้ย  ฉะนัน้มวลดงักลา่วยอ่มมผีลต่อความถีท่ีว่ดั

ออกมา  การคาํนวณหาความถีก่ารสัน่ของระบบคานน้ี

ไดป้ระยกุตใ์ชท้ฤษฎกีารสัน่ตามหวัขอ้ 2.2 ในการคดิ

ผลของมวลดงักลา่ว  รายละเอยีดในการคาํนวณจะใช้

จาํนวนพจน์ในการประมาณการกระจดัตามขวางของ

คานเทา่กบั 6 พจน์ (n = 6) ซึง่ไดจ้ากรปูรา่งฐานนิยม

ของระบบคานทีไ่มม่มีวลจุดตามสมการ (8)  ผลเชงิ

ทฤษฎทีีนํ่าเสนอไดจ้ากการเฉลีย่ผลการคาํนวณทีค่ดิ

มวลหวัวดัการสัน่ ณ ตาํแหน่ง P1 และ P2  สมบตัทิาง

กายภาพและสมบตัทิางกลของชุดทดลองทีใ่ชใ้นการ

คาํนวณเป็นไปตามทีนํ่าเสนอไวใ้นหวัขอ้ 3. 2  ผลการ

ทดลองทีนํ่าเสนอไดจ้ากการเฉลีย่ผลการทดลอง ณ 

ตาํแหน่งหวัวดัการสัน่ P1 และ P2 ทัง้หมด  ผลเชงิ

ทฤษฎแีละผลการทดลองดงักลา่วแสดงไวใ้นรปูที ่7 

การเปรยีบเทยีบผลเชงิทฤษฎกีบัผลการทดลอง

สาํหรบั ความถีธ่รรมชาตขิองคานทีไ่มม่มีวลจุดและ

รองรบัดว้ยสปรงิ ได้แสดงในรปูของเปอรเ์ซน็ตค์วาม

คลาดเคลือ่นระหวา่งผลดงักลา่วซึง่คาํนวณไดจ้าก

สมการทีต่ามมา 
ผลการทดลอง- ผลเชงิทฤษฎ ี

x100 % (20) ผลการทดลอง 

เมือ่คาํนวณหาเปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคลือ่นตามสมการ

ทีก่ลา่วในขา้งตน้สาํหรบัความถีธ่รรมชาตติวัที ่1, 2 และ 

3 แสดงดงัรปูที ่8 

จากผลเชงิทฤษฎแีละผลการทดลองเกีย่วกบั

ความถีธ่รรมชาตขิองคานทีไ่มม่มีวลจุดและรองรบัดว้ย

สปรงิทีนํ่าเสนอในรปูที ่7  จะเหน็วา่ ผลเชงิทฤษฎแีละ

ผลการทดลองใกลเ้คยีงกนัมาก  กลา่วคอื เปอรเ์ซน็ต์
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ความคลาดเคลือ่นสาํหรบัความถีธ่รรมชาตติวัที ่1 , 2 

และ 3 เป็น 0.0, 0.2 และ 0.8 เปอรเ์ซน็ต ์ตามลาํดบั  

ดงัแสดงในรปู ที ่8  แสดงใหเ้หน็วา่ ผลการคาํนวณมี

ความคลาดเคลือ่นจากผลการทดลองเพยีงเลก็น้อย   
 

คว
าม

ถี� 
(เฮิ

รต
ซ์

) 

ความถี�ธรรมชาติ 
 f1 f2 f3 

; 

 
รปูที ่7 ผลเชงิทฤษฎแีละผลการทดลองเกีย่วกบัความถี่

ธรรมชาตขิองคานทีไ่มม่มีวลจุดและรองรบัดว้ยสปรงิ 
 

 

เป
อร์

เซ็
น

ต์ค
วา

มค
ลา

ดเ
คลื

�อน
 (เ

ป
อร์

เซ็
น

ต์)
 

ความถี�ธรรมชาติ 
 f1 f2 f3 

 
รปูที ่8 เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคลือ่นสาํหรบัความถี่

ธรรมชาตขิองคานทีไ่มม่มีวลจุดและรองรบัดว้ยสปรงิ 
 

4.2 ผลเชิงทฤษฎี ผลการทดลอง การเปรียบเทียบ 

และการวิจารณ์เก่ียวกบัความถ่ีธรรมชาติของระบบ

คานท่ีมีมวลจดุ 1 ก้อนซ่ึงทาํให้ความถ่ีธรรมชาติตวั

แรกของระบบคานเปล่ียนไปจากเดิม 5 เปอรเ์ซน็ต ์  

ในทีน้ี่เป็นการนําเสนอผลเชงิทฤษฎี และผลการ

ทดลองเกีย่วกบัความถีธ่รรมชาตขิองระบบคานทีม่มีวล

จุด 1 กอ้นซึง่ทาํใหค้วามถีธ่รรมชาตติวัแรกของระบบ

คานเปลีย่นไปจากเดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์  ผลเชงิทฤษฎไีด้

คดิมวลสปรงิรองรบัและมวลหวัวดัการสัน่ในการคาํนวณ

ดว้ย  ผลเชงิทฤษฎทีีนํ่าเสนอ ไดจ้ากการวางหวัวดัการ

สัน่ ณ ตาํแหน่ง P1 และ P2 แลว้นํามาเฉลีย่เพือ่เป็น

ตวัแทนความถีธ่รรมชาตขิองระบบคานดงักลา่ว  สมบตัิ

ทางกายภาพและสมบตัทิางกลของชุดทดลองทีใ่ชใ้น

การคาํนวณเป็นไปตามทีนํ่าเสนอไวใ้นหวัขอ้ 3. 2  การ

สุม่มวลจุดมาตดิตัง้บนคาน ณ ตาํแหน่งหน่ึง ๆ เพือ่

เปลีย่นความถีธ่รรมชาตดิงักลา่วมรีายละเอยีดดงัน้ี 

คาํนวณหาความถีธ่รรมชาตติวั แรกของระบบคานเมือ่

ตดิตัง้มวลจดุซึง่มสีีข่นาดทีแ่ตกต่างกนัคอื 0.050 , 

0.100, 0.150 และ 0.200 เทา่ของมวลคาน ณ ตาํแหน่ง

ขา้งตน้  ผลการคาํนวณทาํใหท้ราบความสมัพนัธ์

ระหวา่งขนาดมวลจุดกบัความถีธ่รรมชาตติวั แรกของ

ระบบคาน  จากความสมัพนัธน้ี์ทาํใหเ้ลอืกชว่งมวลจุดที่

ใชใ้นการประมาณคา่ในชว่ง(Interpolate) หรอืนอกชว่ง 

(Extrapolate) เพือ่หาขนาดมวลจุดดงักลา่วได ้ ในทีน้ี่

ไดนํ้าการประมาณคา่ในชว่งเกีย่วกบัมวลจุดกอ้นที ่1 ใน

รปูตวัแปรไรม้ติ ิ( M1

จากผลเชงิทฤษฎแีละผลการทดลองเกีย่วกบั

ความถีธ่รรมชาตขิองระบบคานทีม่มีวลจุด 1 กอ้นซึง่ทาํ

ใหค้วามถีธ่รรมชาตติวัแรกของระบบคานเปลีย่นไปจาก

เดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต์ ในรปูที ่11 และ 12 จะเหน็วา่ ผลเชงิ

ทฤษฎแีละผลการทดลองใกลเ้คยีงกนัมากซึง่เปอรเ์ซน็ต์

) ณ ตาํแหน่ง 2 ซึง่ทาํใหค้วามถี่

ธรรมชาตติวั แรกของระบบคานเปลีย่นไปจากเดมิ 5 

เปอรเ์ซน็ต ์มานําเสนอเพือ่เป็นตวัอยา่ง แสดงดงัรปูที ่9  

จากการประมาณคา่ในชว่งหรอืนอกชว่งดงักลา่ว พบวา่ 

ความถีธ่รรมชาตติวัแรกของระบบคานเปลีย่นจาก 15.8 

เป็น 15.0 เฮริตซ ์เมือ่ตดิตัง้มวลจุดซึง่มขีนาด ดงัแสดง

ในรปูที ่ 10  ผลเชงิทฤษฎสีาํหรบัความถีธ่รรมชาตสิาม

ตวัแรกของระบบคานดงักลา่วแสดงดงัรปูที ่11  ความถี่

ธรรมชาตติวัที ่1, 2 และ 3 จากการทดลองทีนํ่าเสนอได้

จากการเฉลีย่ผลการทดลอง ณ ตาํแหน่งหวัวดัการสัน่ 

P1 และ P2 ทัง้หมด แสดงดงัรปูที ่12 

การเปรยีบเทยีบผลเชงิทฤษฎแีละผลการทดลอง

สาํหรบั ความถีธ่รรมชาตขิองระบบคานทีม่มีวลจุด 1 

กอ้นซึง่ทาํใหค้วามถีธ่รรมชาตติวั แรกของระบบคาน

เปลีย่นไปจากเดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต์ ไดแ้สดงไวใ้นรปูของ

เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคลือ่นระหวา่งผลดงักลา่ว  เมือ่

คาํนวณเปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคลือ่นตามสมการ (20) 

ไดผ้ลดงัรปูที ่13 
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ความคลาดเคลือ่นสงูสดุไมเ่กนิ 2.0 เปอรเ์ซน็ต ์ ความ

แตกต่างของความถีธ่รรมชาตทิีไ่ดจ้ากทฤษฎกีบัการ

ทดลองน้ีอาจจะมสีาเหตุมาจาก  ในการทดลอง  มวลจุด

ทีต่ดิตัง้กบัคานไมเ่ป็นจุดอยา่งแทจ้รงิโดยพืน้ทีต่ดิตัง้

มวลจุดเทยีบกบัพืน้ทีข่องคานตามแนวแกนเทา่กบั 0.01 

จงึทาํใหแ้รงจากขนาดมวลจุดทีก่ระทาํกบัคานเป็นแรง

กระจาย ซึง่แตกต่างจากทฤษฎทีีก่าํหนดใหแ้รงจาก 
 

200 มม. 200 มม. 
 

200 มม. 200 มม. 200 มม. 

k1 = 193.4 นวิตันต่อมิลลเิมตร k2 = 16.28 นวิตันต่อมิลลเิมตร 
1 2 4 3 

        M1   

คว
าม

ถี�ธ
รร

มช
าติ

ตัว
ท

ี� 1
 (เ

ฮิร
ตซ์
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) ณ ตาํแหน่ง 2 ซึง่ทาํให้

ความถีธ่รรมชาตติวัแรกของระบบคานเปลีย่นไปจาก

เดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์ 
 

 
รปูที ่10 ความสมัพนัธเ์ชงิทฤษฎรีะหวา่งขนาดกบั

ตาํแหน่งของมวลจุดกอ้นที ่1 ในรปูตวัแปรไรม้ติ ิ(M1
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ซึง่ทาํใหค้วามถีธ่รรมชาตติวัแรกของระบบคาน

เปลีย่นไปจากเดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์
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) ซึง่ทาํ

ใหค้วามถีธ่รรมชาตติวัแรกของระบบคาน 

เปลีย่นไปจากเดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์

รปูที ่12 ผลการทดลองสาํหรบัความถีธ่รรมชาตขิอง
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ซึง่ทาํใหค้วามถีธ่รรมชาตติวัแรกของระบบคาน

เปลีย่นไปจากเดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์

 
รปูที ่13 เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคลือ่นสาํหรบัความถี่

ธรรมชาตขิองระบบคานทีม่มีวลจุดกอ้นที ่1 ในรปูตวั

แปรไรม้ติ ิ(M1) ซึง่ทาํใหค้วามถีธ่รรมชาตติวัแรกของ

ระบบคานเปลีย่นไปจากเดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์ 
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ขนาดมวลจุดกระทาํกบัคานเป็นจุด สง่ผลใหค้วามถี่

ธรรมชาตทิีไ่ดจ้ากทฤษฎแีละการทดลองมคีา่ทีแ่ตกต่าง

กนั 

จากความสมัพนัธเ์ชงิทฤษฎรีะหวา่งขนาดกบั

ตาํแหน่งของมวลจุดกอ้นที ่1 ในรปูตวัแปรไรม้ติ ิ (M1) 

ทีท่าํใหค้วามถีธ่รรมชาตติวั แรก ของระบบคาน

เปลีย่นไปจากเดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์ในรู ปที ่10  พบวา่ 

การตดิตัง้ M1

การวเิคราะหเ์ชงิทฤษฎเีพือ่หาความถีธ่รรมชาตขิอง

คานรองรบัดว้ยสปรงิทีไ่มม่มีวลจุดเปลีย่น ความถี่

ธรรมชาตติวัแรกไปจากเดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์ดว้ยมวลจุด 1 

กอ้น  จากนัน้เปรยีบเทยีบผลทีไ่ดก้บัผลการทดลอง   

สรุปไดว้า่ การวเิคราะหเ์ชงิทฤษฎเีพือ่หาความถี่

ธรรมชาตขิองระบบคานดงักลา่วซึง่คดิผลการสัน่ของ

มวลสปรงิรองรบัและมวลหวัวดัการสัน่ในการคาํนวณ  

เปอรเ์ซน็ตค์วามคลาดเคลือ่นระหวา่งผลเชงิทฤษฎกีบัผล

การทดลองไมเ่กนิ 2.0 เปอรเ์ซน็ต ์ 

 ณ ตาํแหน่ง 1, 2, 3 และ 4 โดยตาํแหน่ง

ดงักลา่วเรยีงลาํดบัจากตาํแหน่งทีใ่กลก้บัสปรงิรองรบัที่

มคีา่นิจมากไปน้อย ใชข้นาดมวลจุดเป็น 0.575, 0.190, 

0.117 และ 0.090 ตามลาํดบั  จะเหน็วา่ การตดิตัง้มวล

จุด 1 กอ้น ณ ตาํแหน่งทีใ่กลก้บัสปรงิรองรบัทีม่คีา่นิจ

มากไปน้อย ใชข้นาดมวลจุดเรยีงจากมากไปหาน้อย 

ตามลาํดบั  จงึมคีวามเหน็วา่ มวลจุดน้ีน่าจะมขีนาด

น้อยทีส่ดุเมือ่ตดิตัง้ ณ ตาํแหน่งเดยีวกนักบัสปรงิ

รองรบัทีม่คีา่นิจน้อย 

5. สรปุผลการวิจยัและข้อเสนอแนะ 

5.1 สรปุผลการวิจยั 

การวเิคราะหเ์ชงิทฤษฎเีพือ่หาความถีธ่รรมชาติ

ของคานทีไ่มม่มีวลจุดและรองรบัดว้ยสปรงิ  จากนัน้

เปรยีบเทยีบผลทีไ่ดก้บัผลการทดลอง  สรปุไดว้า่ การ

วเิคราะหเ์ชงิทฤษฎเีพือ่หาความถีธ่รรมชาตขิองระบบ

คานซึง่คดิผลการสัน่ของมวลสปรงิรองรบัทัง้สองขา้ง

และมวลหวัวดัการสัน่ในการคาํนวณ   เปอรเ์ซน็ต์

ความคลาดเคลือ่นระหวา่งผลเชงิทฤษฎกีบัผลการ

ทดลองไมเ่กนิ 0.8 เปอรเ์ซน็ต ์  

จงึกลา่วสรุปไดว้า่ แบบจาํลองทางทฤษฎสีาํหรบั

การสัน่ในการศกึษาน้ีมคีวามแมน่ยาํดมีาก 

การเปลีย่นความถีธ่รรมชาตติวั แรก ของคาน

รองรบัดว้ยสปรงิไปจากเดมิ 5 เปอรเ์ซน็ต ์ดว้ยมวลจุด 

1 กอ้น ณ ตาํแหน่งหา่งจากปลายคานดา้นซา้ยเป็น

ระยะ 0.200 , 0.400 , 0.600 และ 0.800 เมตร 

ตามลาํดบั ซึง่ตาํแหน่งดงักลา่วเรยีงลาํดบัจาก

ตาํแหน่งทีใ่กลก้บัสปรงิรองรบัทีม่คีา่นิจมากไปน้อย  

มวลจุดดงักลา่วมขีนาดเป็น 0.575, 0.190, 0.117 และ 

0.090 เทา่ของมวลคาน ตามลาํดบั  สรุปไดว้า่ ปจัจยัที่

ทาํใหค้วามถีธ่รรมชาตติวัแรกของระบบคานเปลีย่นไป

ดงักลา่วคอื ขนาดและตาํแหน่งของมวลจุด  การตดิตัง้

มวลจุด ณ ตาํแหน่งทีใ่กลก้บัสปรงิรองรบัทีม่คีา่นิจ

เรยีงจากมากไปน้อยจะใชข้นาดมวลจุดเรยีงจากมาก

ไปน้อยเชน่กนั   

5.2 ข้อเสนอแนะ 

ควรวจิยัเพิม่เตมิกบัระบบคานทีม่จีุดรองรบัแบบ

อื่น ๆ เชน่ แบบมตีวัหน่วง (Damper) เป็นตน้ เพือ่นํา

ขอ้สรุปทีไ่ดไ้ปประยกุตใ์ชก้บังานไดห้ลากหลายยิง่ขึน้ 

น่าจะศกึษาเพิม่เตมิกบัชุดทดลองคานรองรบัดว้ย

สปรงิอื่น ๆ เชน่ คานทีม่ภีาคตดัวงกลม  คานทีม่วีสัดุ

เป็นอลมูเินียม เป็นตน้ เพือ่เป็นการยนืยนัวา่ ขอ้สรุปที่

กลา่วไวใ้นหวัขอ้ 5.1 เป็นจรงิกบักรณอีื่น ๆ หรอืไม ่
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