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Natural Frequencies of a Spring-Supported Uniform Beam with Point Masses
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Abstract

This research aims at studying point-mass effect on natural frequencies of a spring—supported
uniform beam for changing fundamental frequency of the beam by 5 % with 1 point-mass. The equations of
motion for beams with and without point-mass are derived by applying Newton’s law with the model based
on Euler-Bernoulli beam theory. The experiment is setup to examine accuracy of the theory. The beam
made of steel with rectangular section and ratio of point—-mass to beam-mass in the range of 0.050 to 0.575
is used in the experiment. The conclusion is that the calculated natural frequencies for the first three modes,
by using the model including all moving masses, are close to the results from the experiment with the error
not more than 0.8 % and 2.0 % for the beam systems with and without point-masses respectively. The
factors affecting the first natural frequency to change by 5 % are magnitude and position of the point-mass.
For this case the point-mass attached close to spring—support with less spring stiffness has the least
magnitude.
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DMeENETT2S

The 23rd Conference of the Mechanical J
Engineering Network of Thailand

1. UNWI
ANIYINNUVBILATBIINTNNLNANITEY BN
mmﬁmaa@”aﬂi:@jumsﬁ‘umaﬁ‘umwuﬁﬁﬁmﬁa

A o ' =
POITTUL 2AANNTEUBENITILTI (Resonance) T4
mldAenaiameld [1]
Wunnunwlagnmildin - anudsysuma
PDITTUULNEITBINUANN D UFUSILRZNIRVDI
J2UU MR WANNDBITNTIAVDITUULND
‘ﬁﬁﬂLﬁmmié'ua:m;ul,l,so@?'aﬂﬁinni:ﬁﬂvlﬁ2 3%
A A a A A
fa msddsuanudustSmIansiddsunia
= ni 1 ' v v ni
YAITTUY MNMITANBNEIRNINLI Lottt bh
A a ' A
madfsuanuduaySewasseuy wansdfon
mamads:uusﬁﬁmsﬁﬂmﬁamag
a o ::qf v v =S n:i n:i
Nnwddpilauinnmsane lUnnsilfsuuas
POITTUUAIEMNIAAAININGA LB AN 12899
FINRFAANNDTITNTIAVaITz ULl lay
AnvnuanwitasanidusuaInatnsunN b
NuwAnatsunsras I wIfINITNLEZNN
U1 wuSmndnTaw et auwnls
Wugwlumsfaasnaiaes, [2] awnldidugiulu
a & dll [ (2 aiaql' R
N3AAAILATEIINT tudn IuNHlaAnEILaNIE
NIOVBIANURNUWINDTBITUMBRUTILNaL T
aragalasiinilusinaaingejuaznmmesss
TumInaaad AN EINUTZUUATUTIIAUITIWIN
A A o A o °
v\m'*g@Lwamwaﬂvl,@“lﬂmwaaunuwamsmmm
AN B
2. N
lurailaiianenguimssudaszasan
sosiudpaUSlunsdinduingauas lifianage
=} a o tﬂv
INURLDIANAIN
A < a A 1a
21 ‘nqvgmsauaaszmaamuﬂvluumaa;ﬂu,ax
> v =
sovrumadlse
n:l' = s £ a n:l'na
muwvl,mma'gml,aziadsumﬂaﬂswwaﬁm
uwaaIasgUfl 1 law  E Ao naqaavadtd (Young's
A 6 ;:i n&/ d' v o
modulus) | fia luuaanuifasaadNuininee

{a a — ' P
P2IABNAATOLUNUALLA® M Aa NIRAUAD RIS

E-AMM-008003

WBAMNEY L A8 ANeNIk Kk, Waz k, Ao
ANBAVBIRYIITDITUNIAUTIL WALV ANI1OU

suNdlrUSITa9su 3094

X _ m, EI

| a !

a A 1A @ o a
E‘].]'Y] 1 ﬂ’]u“fﬂllllll')ﬂi]ﬁuﬂ:iﬂd?ﬂ@n oEUII

RN UUFNNITNNTLARAUN LI A IV
audliduangalasuuudnssnmdullans
nasjauvedaasiai-uuiuad dasi, (1]

4__ —
o'Wty O W 1) ;
El +M—— =0 ()
Ox ot
lasf W(x,t) A8 NMINTLIAMNVINIVBIAWA LT

4

N8I h A x NIaN t
A A A
Wan lnvauvaInuae

x=0

=h.

o°w(o,
Elﬂ= 0 )

ox’
0°W(0, t
EI# = -k, W(0, 1) (3)
3
Ox

=h.
x

1]
—

o*W(L, 1)
El——— =0

2

(4)
Ox
0 WL, t
E|L =k, WL, 1) )
3
Ox

aun3 (1) 69 (5) Usuaglugududslitd annu
a [ a ad a 6 a v
AaneiBing e lasitnmeadiaeaasindasla

El
_—4 ;r=1,2, 3,...,n (6)

mL
D6(1 -cos(L])cosh()) +(q, +q,)L]

2
0, =0,
3

(cos([1)sinh([1)-sin([1)cosh([1))
+2q,q,sin([1)sinh(L])=0 (7)



ME-NETTZ=S

d G we af the Mechanical |
rk of Thailond

_ 2q, | .
W.(z)=A 5, [sinh(L))
Dr
sin(L.)-sinh(L])
(sin(L).2))
cosh(LJ,)-cos(L )
sin(L)-sinh(C]
sinh([]
+ sinh(L,2)
sin( Dr) sinh([] -
- 2q1
0,
+cos([| z)+cosh(L] z)

r=1,2,3,...n (8)
A A A Ao A A
lagfl [ @8 Aadsssnn@aIn r 2a93zuumu
lifianage uaz W (2) fa jiegufion (Mode

shape) 1 r vasmuf lifinangaluguaaudslsaa

mL
0t = — P )
El
kL
g, =" (10)
El
kL
q,= (11)
El .
fmuald W (z) idunsigundauda, [3]
T 1,r=s
[W.@W, (2)dz = (12)
O, r#s

0
Sonin sulAdeasannaasnsngulng (Orthogonality

of normal functions) uazldautannIAIAINA luauns
(8) &M B) Uaz )

aunldfinnagauazsesiudiosdis  auns (8) 18

dwrmmngdiguioszesanun biffinagauazsesiy

PHEIER

1“]?(5'1%') WRNANNUDTITUTIAV B

E-AMM-008003

2.2 wquﬁmsé’luﬁaizmaam%ﬁﬁmaqmtaz
sassuaaalse

muﬁ'ﬁmaqmﬁwmu p NOWULALIDITUNIBFUIY
fiRason LLam@”\igﬂﬁmum

X
wix, 1)
a my m; e mp
g —» ® (5 .
1

e
X2 1

Xp |
L

—
/1;2’%77

P aa ° @
Eﬂ‘ﬂ 2 ﬂ’]u‘ﬂ&l&lqa"g@ﬁ]quju p naw

LaEIaITUMIEFUSI

RREVARI] Lﬁﬂuﬁ&lﬂqiﬂqjl,ﬂﬁauﬁluu%'}aﬂ"ﬂ 2J37%
Aa ° 'Y °
ffluiagedwan p  dou lasunudraasawduly
a & & AV oo &
@]’]Nﬂf]‘]:l’{]ﬂ’]%“lla\‘laaﬂLﬂa?—LLUi‘l&Lﬂa VL@]@]\‘]%, [4]

4 2
£ 0" w(x,t) o 0“w(x,t)

ox* ot
o 2
=-3 mjaw—(:’t)S(x-xj)
=1 ot (13)

A A o aa
I@]EJV] w(x,t) A8 N1INTLINNUVINNVDIANUNY

N80 B AU x ANt WAL mjﬁa 178
o A, A " & v .
IANBUN | UaE 3(.) fa Wargwlausaiaas (Dirac
delta function) ~&um3 (13) Wanaglugdaausls

f& nuwdeneiidingeglasisnisnugs

ATEAUAZITIALAT (Analytical and

numerical
combined method) azle
= - o (14)
Tag
] ]
(0] =diag ()*, (), (=),
] O
L2
(=9 15)
[G] =[1+[H] (16)
F19AIU

O fa mmnﬁﬁu‘mmaaiwuumuﬁﬁmaqﬂ



ME-NETT23 ¥

The 23rd Conference of the Mechanical |
Enginearing Netwerk of Thailland

[ = wn3nSlanansal (Identity matrix)  (17)
P J— J—
Ml = X M, {Wz HWz)}' (18)
=1
{V_V(zj)}={V_V1(zj) W, (z )

W,(z) .. W(z )} (19)

] J
U3 (14) e wimmianudsssumavadaun

ﬁuaaq@LLa:iaa%'U@Twaﬂ%a
3. NMINA[DY
MNIFLAUINW AR a N WA TEIUREN
=} a v cz/
TURLDHUANAI
3.1 gAnAaad
4 ae o A X
q@maamlﬂumi’mmmmmgﬂmmmu

lasaansan a@ua:ﬂs:naumaq@"[ﬁazmﬂ

Ao fu doudmiume ranuInas mu 4 o P

firfanisdu Aoudmiunn \nodimasrins g
\oro\ |
l5esoeiudai 1 I I alfesoaiuii 2

miuvTﬂu L—j

Eﬂﬁ 3 TANARD

3.2 Janaunintuaziaasiionlglunimanss
o & Al o
’aa@qﬂmmﬂiﬂumsmaadﬂszﬂaumzJ AN

VARNEND 1 LGS YUIANIAAG 25 X 12 URALNAT

o ; lé 1 L= a\’ Qs

1IN 1 T DTININOVWLYINNY 2.449 ALaNTY LAz
L™ L™ ™ lﬂl Y o 1 s =

ua@;aa“uadmmaam@m‘l“ﬁmmmmﬂu 210.3 Ing
a e Qs { ‘é 1 a 1 L™
11gna /US95095UAN 1 Geanflavinny 193.4
POUATAALNGT LATNIAWNNY 1.9 62 AlanIw
A o o A A | a > A o

FU393095U0IN 2 TeaRAYINNL 16.28 anuda

TaRLUAT WAZNIALYNNU 1.8 72 Alaniw U890

RINWIAAY LasuiwNaaL
WwIavianlTluniInasadlsznauey 1a3ad

Aenzimiduine Briel & Kjaer ju 2515 #aia
< A o . ' = Y

nM3auivia Briel & Kjaer 1 4391 FouIaLviny

0.036 NlanNIN ABUERITULANY LATLATDITIH RGN

a o
ANURLLYA 1 NN

E-AMM-008003

3.335n15NAa09
™ v dq’ o Aad dl
Tt nt dwn13 L E®aI T N1IINA8aIRIANND
ﬁimﬂamaaq@maawmzﬁmag@LLa:"I,xiﬁmag@
mMInaaadilaIdaauians (Impact hammer method)
AR IR IRIIANITRULAZENLAUILANZTNRUA A

Eﬂﬁmum

= 7

% K, P1 H1 P2 H2

[ 100 3.7] 200 1% T 200 43, T 2000, | 300 1N |

'
o o a o

Eﬂﬁ 4 FRIIRIIANITRWLAZEILAUILAZN b 194
NINAADI

Taufi P1 uaz P2 fia dumiawaianisdn & H1
waz H2 A duniaans ﬂlmwaauiamw:"l;ivlﬁgﬂ
ﬁwuuaIunwswaaaaf‘hﬁadmnmqumﬂ Weian
minaasadiasdunuI ussensfiamaang 9 'la
sonaltaNUATIINTAT 0 lduananail 19
mmf’iﬁlﬂumﬁmm:ﬁé’mcywmms&'maam‘éaa
SLA31LRNISRWTINAL 0 59 100 153ad MIneaas
mmmﬁ'ﬁimﬂﬁmaﬁ:uumuﬁﬁmaqmaﬂﬂﬁ
maﬁ;@ﬁmgumaumﬁauﬁ'u uazBuadasil

(1) Raaaaiansaw o dumiks P1

2) WenzauaIsaean ot duniks  H1 tRelw
FUUMWANMTERERTY NIIEAANNATIINING
POITEUUANUTALASBIILATIEHIN A TAauil
NARBITIEIWIBENAST WaLdasduildanms
naaadlana1d b lunate 3.5

(3) NARBIANTUAH 2) FrEnaSIuALLAY
dunibatanzidn H2

@) WaswdurisrIan1sawduwP2 uaavians

@
a

TuAaw (2) ez (3) T1anA%I

SN TNARBIMNIANUA FITNT AU BITLUL
MURT 9 FoanansMZIIRNG 12 A39 2W1A
ULAEdUAINYBININIA 1 Aandmiumyiseidues

o o A &
RIVaNANNTW



PMENETT=S

3.4 VWIAUAZAURIIVDINIAYA 1 NOBAINRIL
13298
Twidaidunsiauarmauasduniiwes
¥890 1 AoudmIuniie fvualinnsdan
mmgmﬁ’anﬁnL&Jﬁ‘ﬂummﬁﬁsiumﬁéﬁLLstaa
suuawllanidy 5 1Wafidud dumisdansun
Q@ﬁmu@"ﬁ?@‘mmmaa 1,2, 3 U8z 4 LLam@”\‘igﬂﬁ
AAAN u,@ia:@‘hmevl@i”ﬁiua@@%mag@ﬁﬁmmﬂ

LANANIN 5 WA AIUWIZUUAWNLTIUNNTIL

INIARNG 20 NI

[ ] ] 3 -] ]

gk‘ 1 2 3 4 kj;

|-—200 . I 200 WU I 200 .- I 200 JY. I 200 ml.—-l

gﬂﬁ 5 LR 1 09 4 E%m%'ua@@l”dmag@uumu

& o

3.5 AL 2IARINNNIINAFDY

MIIAANNDTITNTIAVDITTULAUAILLATDI
a 6 [ d.{w (2 d' 2
RATIERMITH WALl adeun laazuaaadunaw
latuuanud (Frequency domain) lufithlatinnsw
1AL HANAIINNIINARDIRIANUDDITNT AU
muﬁvlajﬁmaqml,aziaﬁuﬁaﬂmﬁa W AR
RIIANTFW P2 Las@IRribatanza H1 aniiaue

WaLuala19 LLam@ﬁgﬂﬁmum

CURSOR
ESD LEVEL FREQUENRCY
3.305 wst 15.60 Hz

6. 25k

w5t

6.25

6. 20m .
] 5 3 Nz
IEEE Adr 28 Torw 10 Y

0 . T,
HEWORY + 2 (100 Fres)
:

A a a
31]7] 6 ﬂs’W\lI(ﬂLuuﬂj’]Nﬂﬁ]qﬂﬂ’]iﬂ@aaﬂ'ﬂqﬂj’]uﬂ

]ﬁi&l"lﬂa“lladﬂ’]uﬁvl,liﬁuﬁﬂ@@LLﬂ:iad%ﬂ@h yE39

ANLAUIRIIANITAY P2 LAZFILAILANIZAT H1

TAULNUOULEAININND TnietduiTas wazinn

& . ) . A X
AILFAIANULTIVEINTEY UnibrsLduluasdaiug

E-AMM-008003

4. HAZINOH]) HANIINAADI N1SLTBUTaY
wazA13INT
4.1 UAITINY B WaN1INAFDY N13LFaunay
LAZNNITINTANALINLANMNDSIINTIAYD
mumaiﬁmawu,azsm%’uﬁ"maﬂ%a
’LuﬁfﬁﬂumiﬁﬂLauawal,%amwﬁuamami
nanasigInuaNNasITNTGTesR W liuaa
ERICER A BT SRR Tup i uduszninens
NAREY WIRFLSITOITULRTNINRATANTAUIZEN
fe  asinuasinsngeuinadannuinie
20NIN MIAIWIUMIANU AN IFUVITZULAUIL
dszandlingugnissuanaiade 22 lumsda
NAURINAAINEY  TeaziBualumsfuwimazls
PwIUNIRIUNTUTZIN UMNINIZIANN NIV
AWYINAL 6 WKk (n = 6) %ﬂﬁmngﬂiwgmﬁw
°11aas:uumuﬁ"l&iﬁmafg@muaums (8)  WALEY
Ylt]iﬂﬁ‘ﬁlﬂﬂLﬁuavl,ﬁﬁ]’mﬂ’ﬁl,ﬂﬁlﬂNﬁﬂ’]iﬁ’]u’)mﬁﬁ(ﬂ
WINHATANIIRG Th WIS P1 uaz P2 guifeing
mﬂm‘wLLa:amﬁmanamaaqﬂmaaqﬁlﬁﬂumi
fwrondwldanafidiauelfluiade 3.2 wams
nanasfiianeldnnisaionanimasas o
FUAIIWITANTEN P1 UAz P2 YNNG HALES
mwﬁumwamswmaa@‘i’aﬂﬁnuamvlﬂugﬂﬁ 7
MIUITUUNSUHALTIN BN UNANIINARDY
fRTL mmﬁ'ﬁimmﬁmmmuﬁhjﬁmm;@LLaz
sossudmeadis lduaaslugduealadidudana
ARALARBUTT NG INE N TIswIneldan
FUMINANUAN

; naMINaaed- wadingui
wasidudnnuamainion = x100 % (20)

NANIINa[ad

' '
A ° A

adwimwnLy aﬁ%u@i{mmﬂm@maaumuaumi

]
= 1

Ana I uEMILANUATITNTEAT 1 2 uas
3 LLam@”\‘igﬂﬁ 8
PNHAFINO BT UsTHANINARBIALITL
mmﬁ'ﬁimmﬁmaamuﬁvlajﬁmaq@LLazmaﬁ"mTw
aﬂ?aﬁﬁ%aua‘lugﬂﬁ 7 AWHAWI WATINO U
NANTNARBI INRLALINUNIN NaNIAD tWasiTud



PMENETT=S

]
a

ANNARALARDUFIRIUANNDTITNTIAAIN 1, 2
wae 3 4% 0.0, 0.2 waz 0.8 Lasitud auday
@“’mamiugﬂ N8 WRAIMALRAWIT NANIIAIWI TR

ANUARALARBUINNANIINARDILNEILANTBE

<

ANUD (B3N

ANMNDEITNIA

A a a a o a
3']_]1’] 7 HALTIN B LRTNANIINANDILNLINUANN

ﬁﬁwmamaamuﬁvl&iﬁmaqmm:saa%’uﬁaUmJ'%a

¢

< 4 P
SIFUANNNAIIAINAD Y (adaswum)

¢

¢

ule

ANMAEIIIA

37 8 oS FUAANNAMALARDUFIRITUAINND

ﬁﬁwmamaamuﬁvl&iﬁmaqmm:saa%’uﬁaUmJ'%a

a = = a
4.2 Ha 9N B HaN1INARY MUy
RAZNITIVNINLALINUANASIINTIAVITZUL
A:d U d! o v n: a o
AMWNANINYA 1 NOWHINIRAINASIINBIAA
H a (=4
wsnasszuuaiwilaanliainiass wasiswe
lupdumaiiguanaiBnne]  uazkan1s
NARBINLINUANNDTITNTIAVBITZULAUNNNIA
v lé o v { a w
99 1 ADUTIVN IRAINNDTITNTIAN UINVBITTUY
awdswldanidn 5 wWesidud waiBingud e
AANINFLSITAITULATNIRRAIANI TR IAAITAIUI T
My WAL NILEwe Ha1NNINRIITANNT

A b AL P1 WRZ P2 LAMNNLRAsLNaLT %

E-AMM-008003

FIUNUANUATIINTN AV ITTLLAUGINEY JULTA
meszwLLazauﬁﬁmmamaaq@maaaﬁ1°ﬁ’1u
msdwrodnldenafitianelluiada 3.2 m3
ajwmaag@mamfauumu o Funikinits 9 e
WasuANUATIIN AeIna NN uazIBnanIi
AU A NUDTIINTIAG? LINTBITTUUAWAD
amﬁlmag@eﬁdﬁﬁmm@ﬁmn@mﬁuﬁa 0.050 ,
0.100, 0.150 K&z 0.200 LYINVAINIRAT Db G LA
T190%  HANIAWIUINIANTILANNRUNUT
5zmﬂwm@maﬁ;mﬁ'ummﬁﬁmmﬁﬁa WINVDY
UL mnm’mz?uw”ufﬁﬁﬂﬁﬁaﬂmamag@ﬁ
llumstszunmen luga9(Interpolate) W3auansa9g
(Extrapolate) Lﬁammm@mm}mﬁﬂmﬂﬁ Tuiit
"L@Tﬁﬁmsﬂi:mm@hlumoLﬁmﬁ’umaﬁg@ﬁauﬁ 11w
UM IIEa ( My) 4 dumibs 2 Fovnlranwd
FIIWTEM wInvessruumwlaswllingy 5
Wasidud snihianatiodudasing u,amd'agﬂ‘ﬁ' 9
nnmMIdszanuanlutiananent19aIna1s wuin
ANNATITNTIRRILINVITTUUAWUREUIN 15.8
v 15.0 1850 Lfiaﬁmfamaq@sﬁqﬁmm@ AIUEAI
Iugﬂﬁ 10 wadanguidniuanuisrmdany
<§T’au,staaizuumu@”am\i'nuam@”agﬂﬁ 11 a7
FITWTEMN 1, 2 usz 3 nmInasasiiane'le
INMIBBINANMINARDS T FIURUIHATANTEN
P1 Uz P2 Hanua LL&@J@"’agﬂﬁ 12
MIUTBUNBUNATINY BIUREHANITNARD
éhvs%"ummﬁ'ﬁisumamaaizuumu‘ﬁ'ﬁmaﬁ;@ 1
AoudesnlWanuAsIsuTaas usnuesT LA,
wWaswldandn 5 wWosidud lduaasliluzvas
Wasifudanuaaainaauszningnasingn 1ia
fwondosiFudanuasafanaiugums (20)
"L@Twa@”agﬂﬁ 13
NNHATING B uazHanNIARD AL
m’mﬁiﬁsswmamaaszuumuﬁﬁmaq@ 1 fouderh
TWanudsssusae wsnvesszuuamwdaswllan
WAy 5 1asiaud Iugﬂﬁ 11 uae 12 AW WaLDs

a v A o A 6 = 6
Ny LLE]ZNE\m'ﬁ‘YI(ﬂEl?J\‘]sLﬂaLﬂ gaNwNNDILLaILTUA



ME-NE'I‘I'EEE
The 23rd Conference of the Mechanical
Engineering Network of Thailond

A A ¢ & &
mmﬂmmﬂaaugaqﬂmﬂu 2.0 1asidud Ay
WANEAIVBINNNATIINTIAN e NN nums
mamﬁm%:ﬁmm@mmn lumneaad 12899
dAa & o ' ' v A & da &
m@mnumuvl,mﬁu'gﬂamummﬂmwum@m
maq@Lﬁﬂun"'uw"‘uﬁmadmumml,ml,mmvhﬁ'u 0.01
ﬁaﬁﬂﬁl,mmnmm@maq@ﬁni:ﬁﬁﬁummﬂmm

= ' { o Y
N3ITANY DI LL@ﬂﬂﬁdﬂﬂmﬂHﬁﬁﬂﬁﬁuﬂlﬁ 339N

s

ANNDEIINNAAIM 1 (F3019)

-
/

el 2

[ () = 0 ]

1 3 4
k=1934 idudeiladmns  k,=16.28 iduseiiad 3

|‘—200 NlL—ol-—ZOO uu. —0|‘—ZU(J uu. —bl-—Z(JO Nu.—blc—ZOO . —-|
a ' ) A o v A
E‘.L]'Yl 9 ﬂ?iﬂit&l"lmﬂ”lsl,%?j']\‘] LNEINUAI afg'@nawn 1

2
a
[
o
i
2
=
S
E
s
@
=1
3
2
2
s

Qs vaa o ] A o v
Tugdauys 1588 (M) o duwibs 2 Gavila
ANudsIINIAGILIATeITT UL wLAsuldan

VAN 5 1UaTLTud

0.575

# 1 TugUdand 108 o)

VanIagaNIagatoui

0.190

0.117
0.090

Munianaga

M, =0575  M,=0190  M,=0.117  M,=0.090

1 2 3 4
;771(, =193.4 thiuseliadns k,=16.28 ﬁaﬁuﬂ'aﬁaﬁmm/sw
|‘—zoo uu_—+—200 nu.—+—zoo uu._.|._zoo uu—+—zoo w.—-l

A o w6 A a 1 Qv
Eﬂ‘ﬂ 10 ANMUTFNNWDLTING W) TTAIWNVUIANY

dunibivasninaniaun1 lugdaauds1l5aGa m,)
4 . a0 - oo
T3 IRANNDFITN T AAILINVBITTULAY

waswldandy 5 tasidud

E-AMM-008003

r}

A a A o o a a
31]1’] 11 WRLTINE BHRIRIUANNADTIINTIOUDIITUY

<

N

4
ANND (F30)

}15 0
I

i

ANNDEIINIA

{ v { Qs vaa A o
aunfuangaroun 1 lugUdaus 1306 ;) Favh
T aNUATITNTI AR UINVRITILL AT

waswlUandu s wasidue

L BYS ;M

WM, B M

fY

Eﬂﬁ 12 NANINARAIFIRTLANNDTITNT AV

<

ANAD (1F30)

}15 000
—

fiad

ANUDEIINYIA

sruumunfianaganonn 1 lugUdiudv1sang (v,
A o v § a o
T IRA NN BTN AAIUINVRITILLAY

Waswldandy 5 tasidud

.M\ 1
&M‘ 1
g
=
=
8
=
= 1
2
e
€
G
: L
&
E @ e
= 2 2
& jf—/% Y §
- .. B N
fl fl f!
mudsIma

A ¢ = & A o o a
Eﬂ‘ﬂ 13 a3l TwanNUAMALARABEIRILAND
a d't:l v tﬂl o
'ﬁ?i&l“lﬂ(ﬂ’lladizﬂﬂﬂﬁuﬂuuﬁﬂ?ﬂﬂﬂu‘ﬂ 1 1%31]@]'3
vaa s o [ { a o
w1346 (M,) Sevilranudsssum@aiusnues

ssuuawlaswldandy 5 tasidud



mveNETT23

af the Mecharical Jl]
of Trailond

7o}

eaIanIzynAUawuge gonalanuh
ﬁsswmﬁﬁ"l,ﬁmﬂmﬂﬁLLazﬂ’lsmaaaﬁmﬁLmﬂ@m
i

INANVFNWUTLTING B 3zA I VUIANY
ﬁﬂLLﬁuwaamaﬁ;@ﬁau‘ﬁ' 1 lugﬂé’mﬂﬂﬁ”ﬁa (M,)
v ldanufissuass  uIn vesTuLaL
wasuldaniés 5 wWadidud lug Uf 10 wWui
miﬁmﬁa M, o fAU9 1, 2, 3 UaT 4 laudunie
AININAS LIS LINNE AT INATURUS 9309507
flenflaannlusies l5vweaniagadu 0.575, 0.190,
0.117 Uz 0.090 MUY fiuin Msfaasaig
90 1 low funisnlngnuaysesessuidafa
anludes lfawanaaisasaninnluniias
MUAAY  FelanuAuI uaaq@ﬁﬂﬁa:ﬁmuwm
ﬁaﬂﬁqmﬁ'aﬁ@@% o FUuRUILAINWNLRLIS
s095uNdAfarian

5. #3UNaN1IIVBUAVDLERDUKE

5.1 g3Unan139

mﬁme:ﬁlfﬁawqwﬁlﬁammmﬁﬁmma
maamuﬁ"’tajﬁmagmmzsaﬁmﬁyaﬂ%@ NI
Wisuigunad lenunanImasss aydlddn ms
AnneiiBanguiiiamanaudsrsumAvesssuy
AudIRanaM I HYINIaRUSIT0IT LTI RB 9T
wazaaRtamMIEulumIsuI o \wasigua
m’mﬂm@LﬂﬁauizijNaL%mqwﬁﬁuwams
naaadliiin 08 iWasidud

maieneiidmnsfiiamanuiisrumaves
mmaa%’uﬁaUaﬂ%aﬁ"lxiﬁmaaqmﬂ?{w aNwa
syumdauanlUnnida 5 wadidud daaninge 1
fan nuwSouisunsflatunammasss
ayUldin madensiidmpugiRenianud
FITNTNRVBITTU UM UAINS N TIRANANNTEUY D
WaaUSsT0ssuazanawaTansaRlum i Wi
Lﬂaﬁeﬁuﬁmmﬂm@Lﬂﬁauizwj']mm%amﬂﬁﬁuwa
MINARDI baitAin2.0 1Wasidud

Fananagdlddn uuuaasmmguimsy

< = X a 1 o A
ﬂ'ﬁﬁlﬂuﬂ’]iﬂﬂ BIVUAINVULNWETIANN

E-AMM-008003

MIUAEUANNATIINTIAAT  UIN TBIAI
sosiudeaUSalUnida 5 wedfidud druuiaae
1% o dunirsndansauautadn
3282 0.200 , 0.400 , 0.600 ez 0.800 LUGT
UL DIFuraInaSEEe LN
funtisnlnanuayseessundafissnlldon
maaq@@”aﬂﬁinﬁmmmﬂu 0.575, 0.190, 0.117 Waz
0.090 LYiNTaINAAY ANNKIAL agﬂ"l,ﬁ’h 19387
Fldanudsssumaausnaasszuuawdaonly
aINaIfAa VWIAUBTALNIUIVBINIAYG MsaAng
NIDIA T funtsnlnanuaysesessunddfia
L%'mﬁnﬂmnvlﬂﬁamz‘l‘fmm@maﬁ;@L%'mﬁnﬂmn
ludasirunu
5.2 VDLEWDUWE

mﬁfﬁ'ﬂLﬁmﬁuﬁ'm:uumuﬁﬁqmaa%’uLmtu
B 9 151 wuuFFaniag (Damper) udu Wav
°1Taagﬂﬁvl@]”’l,ﬂﬂs:qﬂ@lﬁl‘*ﬁﬁmmvl@i”%mrmmUﬁa'ﬁu

WEANIN LﬁwLﬁuﬂ”ummaadmmaﬁuﬁasJ
gUS98w 9 19U euiidnnadaisnay muﬁﬁ’?&@
uagdiiiion udun watdunmsdusiu ﬁaa@ﬂﬁ'
naWlwwate 51 WuaSenunsdian g niela

6. LANA1ID19DY

[1] Rao, S.S. (2005). Mechanical Vibrations, Pearson
Education South Asia Pte Ltd., Singapore.
[2] Rossit, C.A. and Laura, P.A.A. (2001). Free
vibrations of a cantilever beam with a spring-mass
system attached to the free end, Ocean Engineering,
vol.28(7), pp.933-939.
[3] Dimarogonas, A.D. and Haddad, S. (1992).
Vibration for Engineer, New Jersey: Prentice-Hall,
Inc.
[4] Wu, J.S. and Lin, T.L. (1990). Free vibration
analysis of a uniform cantilever beam with point
masses by an analytical-and-numerical-combined
method, Journal of Sound and Vibration, vol.136(2),
pp.201-213.



	รูปที่ 1 คานที่ไม่มีมวลจุดและรองรับด้วยสปริง
	โดยที่   คือ การกระจัดตามขวางของคานที่ไม่มีมวลจุด ณ ตำแหน่ง x ที่เวลา t
	เงื่อนไขที่ขอบของคานคือ
	ที่ x = 0
	ที่ x = L
	สมการ (1) ถึง (5) ปรับอยู่ในรูปตัวแปรไร้มิติ   จากนั้นวิเคราะห์เชิงทฤษฎีโดยวิธีทางคณิตศาสตร์ปกติจะได้
	โดยที่   คือ ความถี่ธรรมชาติตัวที่ r ของระบบคานที่ไม่มีมวลจุด และ  คือ รูปร่างฐานนิยม (Mode shape) ที่ r ของคานที่ไม่มีมวลจุดในรูปตัวแปรไร้มิติ
	รูปที่ 2 คานที่มีมวลจุดจำนวน p ก้อน
	และรองรับด้วยสปริง
	โดยที่
	สำหรับ
	คือ ความถี่ธรรมชาติของระบบคานที่มีมวลจุด
	สมการ (14) ใช้คำนวณหาความถี่ธรรมชาติของคานที่มีมวลจุดและรองรับด้วยสปริง
	จากผลเชิงทฤษฎีและผลการทดลองเกี่ยวกับความถี่ธรรมชาติของคานที่ไม่มีมวลจุดและรองรับด้วยสปริงที่นำเสนอในรูปที่ 7  จะเห็นว่า ผลเชิงทฤษฎีและผลการทดลองใกล้เคียงกันมาก  กล่าวคือ เปอร์เซ็นต์ความคลาดเคลื่อนสำหรับความถี่ธรรมชาติตัวที่ 1, 2 และ 3 เป็น 0.0, 0.2 แล...
	การวิเคราะห์เชิงทฤษฎีเพื่อหาความถี่ธรรมชาติของคานรองรับด้วยสปริงที่ไม่มีมวลจุดเปลี่ยนความถี่ธรรมชาติตัวแรกไปจากเดิม 5 เปอร์เซ็นต์ ด้วยมวลจุด 1 ก้อน  จากนั้นเปรียบเทียบผลที่ได้กับผลการทดลอง  สรุปได้ว่า การวิเคราะห์เชิงทฤษฎีเพื่อหาความถี่ธรรมชาติของระบบ...
	จึงกล่าวสรุปได้ว่า แบบจำลองทางทฤษฎีสำหรับการสั่นในการศึกษานี้มีความแม่นยำดีมาก
	การเปลี่ยนความถี่ธรรมชาติตัวแรกของคานรองรับด้วยสปริงไปจากเดิม 5 เปอร์เซ็นต์ ด้วยมวลจุด 1 ก้อน ณ ตำแหน่งห่างจากปลายคานด้านซ้ายเป็นระยะ 0.200, 0.400, 0.600 และ 0.800 เมตร ตามลำดับ ซึ่งตำแหน่งดังกล่าวเรียงลำดับจากตำแหน่งที่ใกล้กับสปริงรองรับที่มีค่านิจมา...

