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บทคัดยอ 

บทความนี้นําเสนอการพัฒนาหุนยนตโคบอทตนแบบสองมิติและ
วิธีการหาสมการของความเฉื่อยปรากฏของหุนยนตโคบอทตนแบบสอง
มิติ หุนยนตน้ีประกอบดวยสองสวนหลักคือสวนแรกเรียกวา Double 
CVT สรางจากขอตอแบบ Spherical CVT จํานวนสองชุดที่ตอกันแบบ
ขนาน สวนที่สองเปนแขนกล pantograph เม่ือติดตั้งบน Double CVT 
ปลายแขนจะเคลื่อนที่ไดสองมิติในระนาบ หุนยนตโคบอททํางาน
รวมกับมนุษยดังน้ันมนุษยจะรับรูถึงความเฉื่อยที่ปลายแขนหุนยนต 
เพื่อศึกษาและควบคุมความเฉื่อยปรากฏจึงจําเปนตองหาสมการ
พลศาสตรของแขนหุนยนต แตเน่ืองจากเปนแขนกลแบบขนานดังน้ัน  
ในการหาสมการความเฉื่อยปรากฎนั้นจะใชวิธีลากรานฟอมูเลชั่น 
(Lagrangian Formulation)  

 
Abstract 

This paper presents the development of a 2-DOF Cobot and 
also describes equations of appearance inertia of a 2-DOF 
Cobot. The cobot’s mechanism consists of two parts. The first 
part is called Double CVT which made from two Spherical CVTs 
connected in parallel. The second part is a pantograph 
manipulator. When installing the pantograph manipulator on 
Double CVT, the end effectors can move in x-y horizontal plane. 
Since the Cobot works directly with human operator, he/she will 
sense different inertia in different configurations. In order to 

control the apparent inertia, we derive dynamics equation of the 
patograph using Lagrangian Formulation. 

 
1. บทนํา 

งานวิจัยชิ้นน้ีไดนํา  Spherical CVT[1] มาใชในงานทางดาน
หุนยนตโคบอท (Cobot: :Collaborative Robot) ซ่ึงเปนหุนยนตที่ถูก
ออกแบบมาเพื่อที่ทํางานรวมกับมนุษยไดโดยตรงบนพื้นที่การทํางาน
เดียวกันอยางปลอดภัย หุนยนตโคบอทเปนอุปกรณทางดานหุนยนตที่
มีพฤติกรรมเปนแพสซิฟ (Passive) ไมมีตนกําเนิดสงกําลังสูระบบ 
อาศัยกําลังจากมนุษยในการเคลื่อนที ่ โคบอทเพียงทําหนาที่กําหนดทิศ
ทางการเคลื่อนที่ไปพรอมกันในพื้นที่การทํางานเดียวกนั หุนยนตโค
บอทที่ใชในงานวิจัยน้ีเปนหุนยนตโคบอทชนิดขนานเคลื่อนที่ในสองมิติ
ในรูปแบบของแขนกล pantograph ซ่ึงเคลื่อนที่ในระนาบ สองมิติ 
ดังน้ันจึงไมสามารถใชวิธีการของแขนกลแบบอนุกรมทั่วไปในการหา
สมการพลศาสตร ในงานวิจัยน้ีใชวิธีการของลากรานฟอมูเลชั่น ที่
จัดรูปแบบใหตัวคูณลากราน  

 
2. แนวคิดและหลักการเบื้องตนของหุนยนตโคบอท 

หุนยนตโคบอทถูกออกแบบมาใหสามารถทํางานรวมกับมนุษยใน
พื้นที่ทํางาน(workspace)เดียวกัน หุนยนตโคบอทแตกตางกับหุนยนต
หรืออุปกรณแฮปติคอินเทอรเฟซ (Haptic Interface) ทั่วไปตรงที่
หุนยนตโคบอทจะไมสรางแรงปฏิกริยาตรงมาบังคับการเคลื่อนที่ของ
ผูใชงานแตจะทําเพียงเปลี่ยนทิศทางแรงของผูใชงานเปนหลักเทานั้น  
ผูใชงานจะเปนผูกําหนดการเคลื่อนทีเ่อง การทํางานของหุนยนตโค



 

 

 

บอทจึงเปนการทํางานในระบบแพสซีฟ (Passive) ซ่ึงปลอดภัยตอผูใช
ในการทํางาน  

หุนยนตโคบอทไมใชมอเตอรหรืออุปกรณตนกําลัง (actuators) 
เพื่อสงกําลังใหกับขอตอ (joints) แตหุนยนตโคบอทจะใชซีวีที (CVTs : 
Continuous Variable Transmission) ในการควบคุมความสัมพันธ
ระหวางอัตราเร็วของแตละขอตอ ทําใหสามารถควบคุมทิศทางการ
เคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทได อุปกรณซีวีทีน้ีจะสรางสรางขอบังคับ
แบบนอนโฮโลโนมิค (nonholonomic constraints) ใหกับหุนยนตโค
บอทโดยที่วาไมวาหุนยนตโคบอทจะมีจํานวนมิติการทํางาน (task 
space) เทาไรก็ตาม การเคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทจะมีเพียง 1 องศา
อิสระ (Degree of Freedom) เทานั้น การทํางานของ หุนยนตโคบอท
จะมีการทํางาน 2 ลักษณะคือ 1) การทํางานแบบอิสระ ( Virtual Caster 
) การทํางานในลักษณะนี้ ผูใชจะรูสึกเหมือนกับสามารถเคลื่อนที่ได
อยางอิสระ หุนยนตโคบอทจะเปลี่ยนทิศทางการเคลื่อนที่ของหุนยนตโค
บอทใหเปนไปตามการเคลื่อนที่ของผูใช และ 2) การทํางานแบบบังคับ 
( Virtual Wall ) ซ่ึงจะบังคับทิศทางการเคลื่อนที่ของมนุษย พิจารณา
ตัวอยางในการสรางกําแพงเสมือน เม่ือผูใชเคลื่อนที่เขาหากําแพง
เสมือน ผูใชจะไมสามารถเคลื่อนหุนยนตโคบอทใหทะลุกําแพงได แตจะ
ไถลไปตามกําแพง และถาเคลื่อนออกจากกําแพงหุนยนตโคบอทจะ
กลับไปทํางานในแบบอิสระ ดูรายละเอียดเพิ่มเติมไดในบทความ [4] 
 
3. แนวคิดในการออกแบบของ Pantograph Cobot 

Cheepsumol และคณะ [4] ไดพัฒนาและออกแบบหุนยนตโค
บอทสองมิติโดยใช Spherical CVT จํานวนสองชุดตอแบบขนานกัน ใน
งานวิจัยน้ีไดทําการคํานวณ ออกแบบ และสรางชุด อุปกรณ CVT ที่ได
ใชหลักการเดียวกนักับ Tetrahedral CVT ข้ึนมา 2 ชุด ในแตละชุดของ 
CVT จะมีเพลาอินพุตและเพลาเอาทพุต อัตราทดของเพลาทั้งสองปรับ
ไดดวย steering wheel.  

ในการออกแบบนี้เชื่อมเพลากลางเอาทพุตของ CVT ชุดที่
หน่ึงเขากับเพลากลางอินพุตของ CVT ชุดที่สอง    เพื่อการสงถาย
กําลังเขาดวยกันเราเรียกวา Double CVT  

 
 

รูปที่ 1 รายละเอียดตางๆของอุปกรณ Double CVT 
 

ชุดอุปกรณหลักๆของ Double CVT คือ  
1. ทรงกลมขนาดเสนผานศูนยกลาง 4 น้ิวจํานวนสองลูกที่มีความ

กลมเที่ยงตรงสูง 

2. ชุด Input ที่ประกอบดวย Torque motor ขับที่เพลากลาง ใช
สําหรับสงกําลังใหกับ Double CVT และลอยูลเิทนสําหรับใชหมุน
ลูกแกวอะคิลิค 

3. ชุดปรับเปลี่ยนอัตราทด ( Steering Wheel ) ที่ประกอบดวย 
Steering motor ที่ใชสําหรับปรับมุมของลอปรับอัตราทด และลอยู
ลิเทนสําหรับปรับแกนหมุนของลูกแกวอะคิลิค 

4. ชุด Output ซ่ึงมีอยูทั้งหมด 2 ชุด ประกอบดวยลอยูลิเทนสําหรับ
รับถายกําลังจากลกูแกวอะคิลิค และเพลา Output  สําหรับ ตอ
อุปกรณนําอัตราทดที่สงออกจาก Double CVT ไปใชงาน 

 
แตละขางของ Double CVT สามารถทํางานรวมกันหรือแยกกัน

อยางอิสระไดโดยปลดตัว Coupling ที่ตออยูที่ชุด Input ดังที่แสดงอยูใน
รูปที่ 3 สวนชุด Steering Wheel น้ันทั้งสองขางใช motor ควบคุมอิสระ
ตอกัน เพียงส่ังการให motor หมุนไปเปนมุมที่เทากันหรือตางกัน ก็จะ
สามารถกําหนดให Output ทั้งสองขางของ CVT มีอัตราทดที่เทากัน
หรือตางกันตามตองการ สวนประกอบตางๆของอุปกรณ Double CVT 
น้ีข้ึนรูปดวยเครื่อง CNC เน่ืองจากตองการความเที่ยงตรงสูง โดยแผน
ฐาน (Base) น้ันทํามาจาก Stainless Steel เพื่อความแข็งแรง เพลา
ตางๆที่ใช ทํามาจาก เหล็กกลา สวนประกอบขึ้นรูปอื่นๆใช อลูมินัม 
เปนวัสดุหลัก ลูกแกวที่ใชทํามาจากอะคิลิคขนาดเสนผานศูนยกลาง 4 
น้ิว และลูกลอใชยลูิเทนความแข็ง CHA90 หลอลงบนแกนลอที่ทําจาก
เหล็ก ตนแบบของ Double CVT แสดงในรูปที  2 

 
รูปที่ 2 รูปตนแบบจริงของอุปกรณสงถายความเร็วแบบปรับอัตราทดได

ตอเน่ือง Double CVT 
 

หลักการทํางานอันหน่ึงของ Double CVT คือการให Input จาก 
Torque motor ไปที่เพลากลาง เพื่อสงกําลังใหลูกทรงกลมอะคิลิคทัง้
สองลูกในเวลาเดียวกัน แลวกําหนดอัตราทดของแต CVT ละโดยปรับ
มุมของชุดบังคับเลี้ยว (Steering wheel) ไปเปนมุม (α) ตางๆ เพื่อ
ควบคุมความเร็วที่ออกทาง Output1 และ Output2 ดังน้ันจึงสามารถ
กําหนดอัตราสวนการทดรอบระหวาง Input กับ Output1 และกบั 
Output2 ในกรณีน้ีอุปกรณน้ีทําหนาที่เสมือนกับอุปกรณสงกําลังแบบ
ปรับความเร็วสองแกน (Output สองแกน) ที่ปรับไดอยางตอเน่ืองและ
อิสระโดยมีแกน Input รวมกันอันเดียว 
 
4. Pantograph Cobot 

รูปแบบทํางานที่สําคัญอีกลักษณะหนึ่งซ่ึงนํามาใชกับหลักการของ
หุนยนตโคบอท โดยเพลากลางมิไดทําหนาที่รับ Input แตจะทําหนาที่
แคเชื่อมตอ CVT ทั้งสองชุด ในกรณีน้ีจะตอกลไกแขนกลเขากับ



 

 

 

แกนเพลา Output1 และ Output2 ของ Double CVT  ทิศทางของแขน
กลจะถูกควบคุมดวยอัตราสวนความเร็วของ  Output1 และกับ 
Output2 ซ่ึงเกิดจากการการควบคุมอัตราทดของ CVT ทั้งสอง เม่ือเรา
นําเอา Five bar linkage มาตอกับทางดาน output ของชุด CVT ทั้ง
สองก็จะไดเปน หุนยนตโคบอทในรูปแบบ Pantograph Cobot ดังในรูป
ที่ 3  

ปลายแขนของหุนยนตจะเคลื่อนที่ไดในระนาบ X-Y โดยเราจะ
ควบคุมทิศทางการเคลื่อนที่ของปลายแขนจากการปรับมุมอัตราทดของ 
CVT ในขณะทํางานรวมกับมนุษย ผูใชจะออกแรงขับเคลื่อนที่ปลาย
แขนแตทิศทางการเคลื่อนที่จะเปนตามอัตราสวนความสัมพันธของ 
Output1 กับ Output2 ซ่ึงระบบเปนผูควบคุม ในขณะเคลื่อนที่ระบบ
ควบคุมปรับมุมอัตราทดเปนคาตางๆ เพื่อบังคับทิศทางใหแขนกลตาม
เสนทางที่โปรแกรมไว รูปที่ 3 ไดแสดงหุนยนตแขนกล Pantograph 
Cobot 

 

 
รูปที่ 3 Pantograph Cobot 

 
 

5. Lagrangian Dynamic of the Pantograph 
เน่ืองจากหุนยนตโคบอทแบบ Pantograph เปนกลไกแบบขนาน 

ดังน้ันจึงใชทฤษฎีและหลักการการวเิคราะหของแขนกลแบบอนุกรม
โดยตรงไมได ซ่ึงในงานวิจัยน้ีไดใชหลักการของ Lagrangian 
Formulation[2] 

Lagrangian เปนวิธีการหาจลนศาสตรของหุนยนตประเภทหน่ึง 
ซ่ึงอาศัยหลักการคดิของผลตางระหวางพลังงานเทียบกบั ตัวแปรของ
ระบบและเวลา มาใชในการคํานวณ ซ่ึงเราจะนิยาม ลากราน (L) ดังน้ี 

L K P= −  
 โดยที่ L  คือ ตัวลากราน  K  คือ พลังงานจลน P  คือ

พลังงานศักย 
โดยที่สมการ ลากราน ที่เลือกมาใชเปนชนิด ที่ 1 (Lagrangian 

equation of the first type)[2] ซ่ึงรูปแบบของสมการมีดังน้ี 
 

1

k
i

j i
ij j j

d L L Q
dt q q q

λ
=

⎛ ⎞ ∂Γ∂ ∂
− = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑&                (1) 

สําหรับ j = 1 ถึง n 

เม่ือ iΓ  คือ ฟงกชั่นเงื่อนไข สมการที่ i 

 k   คือ จํานวนของฟงกชั่นเงื่อนไข 

     iλ  คือ ตัวคูณลากราน 

       n  คือ จํานวนของพิกัดฉาก(Coordinate) 
วิธีในการแกสมการคือ การจัดสมการลากรานใหอยูใน 2 รูปแบบ 

รูปแบบแรกคือการจัดรูปแบบใหตัวคูณลากราน เปนตัวแปรที่ตองการ
หาคา สวนอีกรูปแบบหน่ึงคือการจัดรูปใหแรงที่มอเตอรกระทําเปนตัว
แปรที่ตองการหาคา โดยที่ จํานวน k สมการแรก เปนสมการที่
เกี่ยวของกับพิกัดอิสระที่เหลือจากการควบคุม(Redundant 
Coordinate)  และจํานวน n – k สมการที่เหลือเปนสมการที่เกี่ยวของ
กับตัวแปรของแรงที่ขอตอของหุนยนต ซ่ึงรูปแบบแรกของสมการมีดังน้ี 
 

(2) 
 

โดยที่ jQ  คือแรงทั่วไป ที่เปนแรงภายนอก 

รูปแบบที่สองของสมการคือ  
 

(3) 
 

เม่ือ jQ  คือ แรงที่ขับโดยมอเตอร (Actuator Force or Torque) 

 
6. สมการความเฉื่อยปรากฏของหุนยนตโคบอท 
 Pantograph Cobot เปนหุนยนตแบบขนาน ซึงมีโครงสรางของ
แขนของหุนยนตดังในรูปที่ 4 

 
รุปที่ 4 โครงสรางของแขนหุนยนตโคบอทสองมิติ 
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โดยที่ input ของระบบจะเคลื่อนที่เปนมุม 1θ  และ 2θ  จากซาย

ไปขวาตามลําดับ โดยที่จุดบนสุดเปนจุด P ซ่ึงเปนจุดปลายแขนของ
หุนยนตโคบอท โดยที่ระยะระหวาง input ทั้งสองคือ d และ กําหนดจุด 

Origin X –Y เอาไวที่ตรงกลางระหวาง input ทั้งสอง เปนระยะทาง 1r  

2r  ตามลําดับ 

วิธีการหาสมการจลนศาสตร จึงมีความซับซอนมากกวาหุนยนต
แบบอนุกรม ดังน่ันจึงตองอาศัยวิธกีารหาสมการจลนศาสตร ดวยวิธี
ทาง ลากราน ชนิดที่ 1[2]  

อับดับแรก ทําการกําหนด Redundant Coordinate คือจุดปลาย

ของโคบอท xp และ yp  ดังน้ัน จะได xp yp 1θ 2θ เปน 

generalized coordinate  
จากสมการที่ 1 แสดงใหเห็นวามีระบบสมการทั้งหมด 4 สมการ 

ใน 4 ตัวแปร ตัวแปรทั้ง 4 ไดแต 1λ  2λ และ actuator torques 

3Q 4Q  โดยที่มี generalized forces 1Q 2Q  เปนแรงภายนอกออก

แรงในแนวแกน x y ของจุด P ของโคบอท 
การหาจลนศาสตรของหุนยนตวิธีน้ีตองการสมการควบคุม

(Constraint Equations) 1Γ 2Γ โดยที่สมการควบคุมน้ีหามาไดจาก

ระยะทางระหวาง ขอตอ B  และ P จะมีความยาวเทากับความยาวของ 
link 2 น้ันก็คือ 

 
2 2 0i i iB P bΓ = − =                            (4) 
2 2 2( ) ( ) 0i x i i y iP r ac P as bθ θΓ = + − + − − =   (5) 

โดยที่ i = 1 ถึง 2     
                                           
เพื่อใหงายตอการคํานวณ กําหนดใหมวลของแขนโคบอท อยูที่จุด

หมุนของแขนทั้งหมด ดังน้ัน ทําการหาสมการ ลากราน (L) ไดดังน้ี 
หา Total Kinetic Energy ของโคบอท จากสมการ 
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pK  คือ Kinetic Energy ที่จุด P  

aiK  คือ Kinetic Energy ของ link 1  

biK  คือ Kinetic Energy ของ link 2 

pm  คือ มวลของจุด P 

am  คือ มวลของ link 1 

bm  คือ มวลของ link 2 

mI  คือ Inertia ของ โคบอท 

 
เน่ืองจาก หุนยนตโคบอทเคลื่อนที่ในระนาบ 2 มิติ X-Y ที่ตั้งจาก

กับแรงดึงดูดของโลก ดังน้ัน Potential Energy ของระบบ จึงมีคาเปน 0 
ดังน้ัน สมการลากราน L K P= −  คือ 
 

2 2 2 2 2 21 1 1
1 22 2 3( 2 )( ) ( )( )p b x y m a bL m m P P I m a m a θ θ= + − + + + +& && &  

(8) 
 

ทําการ derivatives สมการลากราน ดวย 4 generalized coordinates 
ไดดังน้ี 
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ทําการ partial derivatives สมการควบคุม ดวย 4 generalized 
coordinates ไดดังน้ี 
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เม่ือ i = 1 ถึง 2  
ทําการแทนคา derivatives ที่หามาลงในสมการ (2) เม่ือ i = 1 ถึง 

2  จะได 
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เม่ือ 
xPf yPf  คือแรงภายนอกที่กระทําตอจุด P ในแนวแกน X  

Y ตามลําดับ  
จากชุดสมการที่ 11 จะสามารถหา ตัวแปรที่ไมทราบคาไดคือ ตัว

คูณลากราน ( 1λ 2λ ) ได  

ตอมาทําการแทนคา derivatives ที่หามาลงในสมการ (3) เม่ือ i = 
3 ถึง 4  จะได 
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( )2 21
2 2 2 2 23( ) 2m a b x yI m a m a a P r s P cτ θ λ θ θ⎡ ⎤= + + − − −⎣ ⎦

&&  

(13) 
หลังจากที่ไดทําการหาจลนศาสตร การเคลื่อนที่ของหุนยนตโค

บอทแบบสองมิติออกมาแลว ก็จะไดสมการการเคลื่อนที่อยางงายอยูใน
รูปแบบของ สมการเมตริกซ สองมิติ[3] ดังน้ี 
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โดยที่ พจน iiD  คือพจนของ ความเฉื่อยปรากฎของหุนยนต ที่ 

ขอตอ i  ดังน้ัน ความเรงที่ขอตอ i  เน่ืองจากแรงมอเตอรทีขอตอ i  

คือ ii iD θ&&  สวนพจน ijD  คือ Coupling Inertia ระหวางขอตอ i  กับ

ขอตอ j  ดังน้ันความเรงที่ขอตอ i  หรือ j  เน่ืองจากแรงมอเตอรที่

ขอตอ j  หรือ i  ตามลําดับคือ ij iD θ&&  และ ji jD θ&&  ตามลําดับ สวน 
2

ijj jD θ&  คือแรงเขาสูศูนยกลาง ที่กระทําที่ขอตอ i  เน่ืองจากความเร็ว

ที่ขอตอ j  
 

7.สรุป และ งานวจิัยในอนาคต 
 บทความนี้นําเสนอ การออกแบบและพัฒนาหุนยนต 

Pantograph Cobot หลักการในการวิเคราะหการเคลื่อนที่ และการ
ควบคุม และไดแสดงถึงวิธีและข้ึนตอนการหาสมการความเฉื่อยของ
หุนยนตโคบอทแบบสองมิติดวยวิธีการของลากรานฟอมูเลชั่นที่
จัดรูปแบบใหตัวคูณลากราน โดยสามารถหาและนําเสนอสมการ
พลศาสตรของแขนกลโคบอทแบบขนาน 

ปจจุบันงานวิจัยกําลังศึกษาใชความเฉื่อยปรากฏในการควบคุม
หุนยนตโคบอทสองมิติ ซ่ึงจะทําการหาสมการของความเฉื่อย กับคาตัว
แปรตางๆ ตามฟงกชั่น ทีไดทําการคิดข้ึน ซ่ึงเม่ือทําการหาสมการได
แลว หลงัจากนั้นก็จะทําการสรางระบบควบคุมหุนยนตโคบอทของจริง
แลวก็ทําการทดลองเพื่อตรวจสอบความถูกตองตอไป 
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