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บทคัดยอ 

บทความนี้นําเสนอการพัฒนาหุนยนตโคบอทตนแบบสองมิติและ
วิธีการหาสมการของความเฉื่อยปรากฏของหุนยนตโคบอทตนแบบสอง
มิติ หุนยนตน้ีประกอบดวยสองสวนหลักคือสวนแรกเรียกวา Double 
CVT สรางจากขอตอแบบ Spherical CVT จํานวนสองชุดที่ตอกันแบบ
ขนาน สวนที่สองเปนแขนกล pantograph เม่ือติดตั้งบน Double CVT 
ปลายแขนจะเคลื่อนที่ไดสองมิติในระนาบ หุนยนตโคบอททํางาน
รวมกับมนุษยดังน้ันมนุษยจะรับรูถึงความเฉื่อยที่ปลายแขนหุนยนต 
เพื่อศึกษาและควบคุมความเฉื่อยปรากฏจึงจําเปนตองหาสมการ
พลศาสตรของแขนหุนยนต แตเน่ืองจากเปนแขนกลแบบขนานดังน้ัน  
ในการหาสมการความเฉื่อยปรากฎนั้นจะใชวิธีลากรานฟอมูเลชั่น 
(Lagrangian Formulation)  

 
Abstract 

This paper presents the development of a 2-DOF Cobot and 
also describes equations of appearance inertia of a 2-DOF 
Cobot. The cobot’s mechanism consists of two parts. The first 
part is called Double CVT which made from two Spherical CVTs 
connected in parallel. The second part is a pantograph 
manipulator. When installing the pantograph manipulator on 
Double CVT, the end effectors can move in x-y horizontal plane. 
Since the Cobot works directly with human operator, he/she will 
sense different inertia in different configurations. In order to 

control the apparent inertia, we derive dynamics equation of the 
patograph using Lagrangian Formulation. 

 
1. บทนํา 

งานวิจัยชิ้นน้ีไดนํา  Spherical CVT[1] มาใชในงานทางดาน
หุนยนตโคบอท (Cobot: :Collaborative Robot) ซ่ึงเปนหุนยนตที่ถูก
ออกแบบมาเพื่อที่ทํางานรวมกับมนุษยไดโดยตรงบนพื้นที่การทํางาน
เดียวกันอยางปลอดภัย หุนยนตโคบอทเปนอุปกรณทางดานหุนยนตที่
มีพฤติกรรมเปนแพสซิฟ (Passive) ไมมีตนกําเนิดสงกําลังสูระบบ 
อาศัยกําลังจากมนุษยในการเคลื่อนที ่ โคบอทเพียงทําหนาที่กําหนดทิศ
ทางการเคลื่อนที่ไปพรอมกันในพื้นที่การทํางานเดียวกนั หุนยนตโค
บอทที่ใชในงานวิจัยน้ีเปนหุนยนตโคบอทชนิดขนานเคลื่อนที่ในสองมิติ
ในรูปแบบของแขนกล pantograph ซ่ึงเคลื่อนที่ในระนาบ สองมิติ 
ดังน้ันจึงไมสามารถใชวิธีการของแขนกลแบบอนุกรมทั่วไปในการหา
สมการพลศาสตร ในงานวิจัยน้ีใชวิธีการของลากรานฟอมูเลชั่น ที่
จัดรูปแบบใหตัวคูณลากราน  

 
2. แนวคิดและหลักการเบื้องตนของหุนยนตโคบอท 

หุนยนตโคบอทถูกออกแบบมาใหสามารถทํางานรวมกับมนุษยใน
พื้นที่ทํางาน(workspace)เดียวกัน หุนยนตโคบอทแตกตางกับหุนยนต
หรืออุปกรณแฮปติคอินเทอรเฟซ (Haptic Interface) ทั่วไปตรงที่
หุนยนตโคบอทจะไมสรางแรงปฏิกริยาตรงมาบังคับการเคลื่อนที่ของ
ผูใชงานแตจะทําเพียงเปลี่ยนทิศทางแรงของผูใชงานเปนหลักเทานั้น  
ผูใชงานจะเปนผูกําหนดการเคลื่อนทีเ่อง การทํางานของหุนยนตโค



 

 

 

บอทจึงเปนการทํางานในระบบแพสซีฟ (Passive) ซ่ึงปลอดภัยตอผูใช
ในการทํางาน  

หุนยนตโคบอทไมใชมอเตอรหรืออุปกรณตนกําลัง (actuators) 
เพื่อสงกําลังใหกับขอตอ (joints) แตหุนยนตโคบอทจะใชซีวีที (CVTs : 
Continuous Variable Transmission) ในการควบคุมความสัมพันธ
ระหวางอัตราเร็วของแตละขอตอ ทําใหสามารถควบคุมทิศทางการ
เคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทได อุปกรณซีวีทีน้ีจะสรางสรางขอบังคับ
แบบนอนโฮโลโนมิค (nonholonomic constraints) ใหกับหุนยนตโค
บอทโดยที่วาไมวาหุนยนตโคบอทจะมีจํานวนมิติการทํางาน (task 
space) เทาไรก็ตาม การเคลื่อนที่ของหุนยนตโคบอทจะมีเพียง 1 องศา
อิสระ (Degree of Freedom) เทานั้น การทํางานของ หุนยนตโคบอท
จะมีการทํางาน 2 ลักษณะคือ 1) การทํางานแบบอิสระ ( Virtual Caster 
) การทํางานในลักษณะนี้ ผูใชจะรูสึกเหมือนกับสามารถเคลื่อนที่ได
อยางอิสระ หุนยนตโคบอทจะเปลี่ยนทิศทางการเคลื่อนที่ของหุนยนตโค
บอทใหเปนไปตามการเคลื่อนที่ของผูใช และ 2) การทํางานแบบบังคับ 
( Virtual Wall ) ซ่ึงจะบังคับทิศทางการเคลื่อนที่ของมนุษย พิจารณา
ตัวอยางในการสรางกําแพงเสมือน เม่ือผูใชเคลื่อนที่เขาหากําแพง
เสมือน ผูใชจะไมสามารถเคลื่อนหุนยนตโคบอทใหทะลุกําแพงได แตจะ
ไถลไปตามกําแพง และถาเคลื่อนออกจากกําแพงหุนยนตโคบอทจะ
กลับไปทํางานในแบบอิสระ ดูรายละเอียดเพิ่มเติมไดในบทความ [4] 
 
3. แนวคิดในการออกแบบของ Pantograph Cobot 

Cheepsumol และคณะ [4] ไดพัฒนาและออกแบบหุนยนตโค
บอทสองมิติโดยใช Spherical CVT จํานวนสองชุดตอแบบขนานกัน ใน
งานวิจัยน้ีไดทําการคํานวณ ออกแบบ และสรางชุด อุปกรณ CVT ที่ได
ใชหลักการเดียวกนักับ Tetrahedral CVT ข้ึนมา 2 ชุด ในแตละชุดของ 
CVT จะมีเพลาอินพุตและเพลาเอาทพุต อัตราทดของเพลาทั้งสองปรับ
ไดดวย steering wheel.  

ในการออกแบบนี้เชื่อมเพลากลางเอาทพุตของ CVT ชุดที่
หน่ึงเขากับเพลากลางอินพุตของ CVT ชุดที่สอง    เพื่อการสงถาย
กําลังเขาดวยกันเราเรียกวา Double CVT  

 
 

รูปที่ 1 รายละเอียดตางๆของอุปกรณ Double CVT 
 

ชุดอุปกรณหลักๆของ Double CVT คือ  
1. ทรงกลมขนาดเสนผานศูนยกลาง 4 น้ิวจํานวนสองลูกที่มีความ

กลมเที่ยงตรงสูง 

2. ชุด Input ที่ประกอบดวย Torque motor ขับที่เพลากลาง ใช
สําหรับสงกําลังใหกับ Double CVT และลอยูลเิทนสําหรับใชหมุน
ลูกแกวอะคิลิค 

3. ชุดปรับเปลี่ยนอัตราทด ( Steering Wheel ) ที่ประกอบดวย 
Steering motor ที่ใชสําหรับปรับมุมของลอปรับอัตราทด และลอยู
ลิเทนสําหรับปรับแกนหมุนของลูกแกวอะคิลิค 

4. ชุด Output ซ่ึงมีอยูทั้งหมด 2 ชุด ประกอบดวยลอยูลิเทนสําหรับ
รับถายกําลังจากลกูแกวอะคิลิค และเพลา Output  สําหรับ ตอ
อุปกรณนําอัตราทดที่สงออกจาก Double CVT ไปใชงาน 

 
แตละขางของ Double CVT สามารถทํางานรวมกันหรือแยกกัน

อยางอิสระไดโดยปลดตัว Coupling ที่ตออยูที่ชุด Input ดังที่แสดงอยูใน
รูปที่ 3 สวนชุด Steering Wheel น้ันทั้งสองขางใช motor ควบคุมอิสระ
ตอกัน เพียงส่ังการให motor หมุนไปเปนมุมที่เทากันหรือตางกัน ก็จะ
สามารถกําหนดให Output ทั้งสองขางของ CVT มีอัตราทดที่เทากัน
หรือตางกันตามตองการ สวนประกอบตางๆของอุปกรณ Double CVT 
น้ีข้ึนรูปดวยเครื่อง CNC เน่ืองจากตองการความเที่ยงตรงสูง โดยแผน
ฐาน (Base) น้ันทํามาจาก Stainless Steel เพื่อความแข็งแรง เพลา
ตางๆที่ใช ทํามาจาก เหล็กกลา สวนประกอบขึ้นรูปอื่นๆใช อลูมินัม 
เปนวัสดุหลัก ลูกแกวที่ใชทํามาจากอะคิลิคขนาดเสนผานศูนยกลาง 4 
น้ิว และลูกลอใชยลูิเทนความแข็ง CHA90 หลอลงบนแกนลอที่ทําจาก
เหล็ก ตนแบบของ Double CVT แสดงในรูปที  2 

 
รูปที่ 2 รูปตนแบบจริงของอุปกรณสงถายความเร็วแบบปรับอัตราทดได

ตอเน่ือง Double CVT 
 

หลักการทํางานอันหน่ึงของ Double CVT คือการให Input จาก 
Torque motor ไปที่เพลากลาง เพื่อสงกําลังใหลูกทรงกลมอะคิลิคทัง้
สองลูกในเวลาเดียวกัน แลวกําหนดอัตราทดของแต CVT ละโดยปรับ
มุมของชุดบังคับเลี้ยว (Steering wheel) ไปเปนมุม (α) ตางๆ เพื่อ
ควบคุมความเร็วที่ออกทาง Output1 และ Output2 ดังน้ันจึงสามารถ
กําหนดอัตราสวนการทดรอบระหวาง Input กับ Output1 และกบั 
Output2 ในกรณีน้ีอุปกรณน้ีทําหนาที่เสมือนกับอุปกรณสงกําลังแบบ
ปรับความเร็วสองแกน (Output สองแกน) ที่ปรับไดอยางตอเน่ืองและ
อิสระโดยมีแกน Input รวมกันอันเดียว 
 
4. Pantograph Cobot 

รูปแบบทํางานที่สําคัญอีกลักษณะหนึ่งซ่ึงนํามาใชกับหลักการของ
หุนยนตโคบอท โดยเพลากลางมิไดทําหนาที่รับ Input แตจะทําหนาที่
แคเชื่อมตอ CVT ทั้งสองชุด ในกรณีน้ีจะตอกลไกแขนกลเขากับ



 

 

 

แกนเพลา Output1 และ Output2 ของ Double CVT  ทิศทางของแขน
กลจะถูกควบคุมดวยอัตราสวนความเร็วของ  Output1 และกับ 
Output2 ซ่ึงเกิดจากการการควบคุมอัตราทดของ CVT ทั้งสอง เม่ือเรา
นําเอา Five bar linkage มาตอกับทางดาน output ของชุด CVT ทั้ง
สองก็จะไดเปน หุนยนตโคบอทในรูปแบบ Pantograph Cobot ดังในรูป
ที่ 3  

ปลายแขนของหุนยนตจะเคลื่อนที่ไดในระนาบ X-Y โดยเราจะ
ควบคุมทิศทางการเคลื่อนที่ของปลายแขนจากการปรับมุมอัตราทดของ 
CVT ในขณะทํางานรวมกับมนุษย ผูใชจะออกแรงขับเคลื่อนที่ปลาย
แขนแตทิศทางการเคลื่อนที่จะเปนตามอัตราสวนความสัมพันธของ 
Output1 กับ Output2 ซ่ึงระบบเปนผูควบคุม ในขณะเคลื่อนที่ระบบ
ควบคุมปรับมุมอัตราทดเปนคาตางๆ เพื่อบังคับทิศทางใหแขนกลตาม
เสนทางที่โปรแกรมไว รูปที่ 3 ไดแสดงหุนยนตแขนกล Pantograph 
Cobot 

 

 
รูปที่ 3 Pantograph Cobot 

 
 

5. Lagrangian Dynamic of the Pantograph 
เน่ืองจากหุนยนตโคบอทแบบ Pantograph เปนกลไกแบบขนาน 

ดังน้ันจึงใชทฤษฎีและหลักการการวเิคราะหของแขนกลแบบอนุกรม
โดยตรงไมได ซ่ึงในงานวิจัยน้ีไดใชหลักการของ Lagrangian 
Formulation[2] 

Lagrangian เปนวิธีการหาจลนศาสตรของหุนยนตประเภทหน่ึง 
ซ่ึงอาศัยหลักการคดิของผลตางระหวางพลังงานเทียบกบั ตัวแปรของ
ระบบและเวลา มาใชในการคํานวณ ซ่ึงเราจะนิยาม ลากราน (L) ดังน้ี 

L K P= −  
 โดยที่ L  คือ ตัวลากราน  K  คือ พลังงานจลน P  คือ

พลังงานศักย 
โดยที่สมการ ลากราน ที่เลือกมาใชเปนชนิด ที่ 1 (Lagrangian 

equation of the first type)[2] ซ่ึงรูปแบบของสมการมีดังน้ี 
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สําหรับ j = 1 ถึง n 

เม่ือ iΓ  คือ ฟงกชั่นเงื่อนไข สมการที่ i 

 k   คือ จํานวนของฟงกชั่นเงื่อนไข 

     iλ  คือ ตัวคูณลากราน 

       n  คือ จํานวนของพิกัดฉาก(Coordinate) 
วิธีในการแกสมการคือ การจัดสมการลากรานใหอยูใน 2 รูปแบบ 

รูปแบบแรกคือการจัดรูปแบบใหตัวคูณลากราน เปนตัวแปรที่ตองการ
หาคา สวนอีกรูปแบบหน่ึงคือการจัดรูปใหแรงที่มอเตอรกระทําเปนตัว
แปรที่ตองการหาคา โดยที่ จํานวน k สมการแรก เปนสมการที่
เกี่ยวของกับพิกัดอิสระที่เหลือจากการควบคุม(Redundant 
Coordinate)  และจํานวน n – k สมการที่เหลือเปนสมการที่เกี่ยวของ
กับตัวแปรของแรงที่ขอตอของหุนยนต ซ่ึงรูปแบบแรกของสมการมีดังน้ี 
 

(2) 
 

โดยที่ jQ  คือแรงทั่วไป ที่เปนแรงภายนอก 

รูปแบบที่สองของสมการคือ  
 

(3) 
 

เม่ือ jQ  คือ แรงที่ขับโดยมอเตอร (Actuator Force or Torque) 

 
6. สมการความเฉื่อยปรากฏของหุนยนตโคบอท 
 Pantograph Cobot เปนหุนยนตแบบขนาน ซึงมีโครงสรางของ
แขนของหุนยนตดังในรูปที่ 4 

 
รุปที่ 4 โครงสรางของแขนหุนยนตโคบอทสองมิติ 
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โดยที่ input ของระบบจะเคลื่อนที่เปนมุม 1θ  และ 2θ  จากซาย

ไปขวาตามลําดับ โดยที่จุดบนสุดเปนจุด P ซ่ึงเปนจุดปลายแขนของ
หุนยนตโคบอท โดยที่ระยะระหวาง input ทั้งสองคือ d และ กําหนดจุด 

Origin X –Y เอาไวที่ตรงกลางระหวาง input ทั้งสอง เปนระยะทาง 1r  

2r  ตามลําดับ 

วิธีการหาสมการจลนศาสตร จึงมีความซับซอนมากกวาหุนยนต
แบบอนุกรม ดังน่ันจึงตองอาศัยวิธกีารหาสมการจลนศาสตร ดวยวิธี
ทาง ลากราน ชนิดที่ 1[2]  

อับดับแรก ทําการกําหนด Redundant Coordinate คือจุดปลาย

ของโคบอท xp และ yp  ดังน้ัน จะได xp yp 1θ 2θ เปน 

generalized coordinate  
จากสมการที่ 1 แสดงใหเห็นวามีระบบสมการทั้งหมด 4 สมการ 

ใน 4 ตัวแปร ตัวแปรทั้ง 4 ไดแต 1λ  2λ และ actuator torques 

3Q 4Q  โดยที่มี generalized forces 1Q 2Q  เปนแรงภายนอกออก

แรงในแนวแกน x y ของจุด P ของโคบอท 
การหาจลนศาสตรของหุนยนตวิธีน้ีตองการสมการควบคุม

(Constraint Equations) 1Γ 2Γ โดยที่สมการควบคุมน้ีหามาไดจาก

ระยะทางระหวาง ขอตอ B  และ P จะมีความยาวเทากับความยาวของ 
link 2 น้ันก็คือ 

 
2 2 0i i iB P bΓ = − =                            (4) 
2 2 2( ) ( ) 0i x i i y iP r ac P as bθ θΓ = + − + − − =   (5) 

โดยที่ i = 1 ถึง 2     
                                           
เพื่อใหงายตอการคํานวณ กําหนดใหมวลของแขนโคบอท อยูที่จุด

หมุนของแขนทั้งหมด ดังน้ัน ทําการหาสมการ ลากราน (L) ไดดังน้ี 
หา Total Kinetic Energy ของโคบอท จากสมการ 
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pK  คือ Kinetic Energy ที่จุด P  

aiK  คือ Kinetic Energy ของ link 1  

biK  คือ Kinetic Energy ของ link 2 

pm  คือ มวลของจุด P 

am  คือ มวลของ link 1 

bm  คือ มวลของ link 2 

mI  คือ Inertia ของ โคบอท 

 
เน่ืองจาก หุนยนตโคบอทเคลื่อนที่ในระนาบ 2 มิติ X-Y ที่ตั้งจาก

กับแรงดึงดูดของโลก ดังน้ัน Potential Energy ของระบบ จึงมีคาเปน 0 
ดังน้ัน สมการลากราน L K P= −  คือ 
 

2 2 2 2 2 21 1 1
1 22 2 3( 2 )( ) ( )( )p b x y m a bL m m P P I m a m a θ θ= + − + + + +& && &  

(8) 
 

ทําการ derivatives สมการลากราน ดวย 4 generalized coordinates 
ไดดังน้ี 
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ทําการ partial derivatives สมการควบคุม ดวย 4 generalized 
coordinates ไดดังน้ี 
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เม่ือ i = 1 ถึง 2  
ทําการแทนคา derivatives ที่หามาลงในสมการ (2) เม่ือ i = 1 ถึง 

2  จะได 
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เม่ือ 
xPf yPf  คือแรงภายนอกที่กระทําตอจุด P ในแนวแกน X  

Y ตามลําดับ  
จากชุดสมการที่ 11 จะสามารถหา ตัวแปรที่ไมทราบคาไดคือ ตัว

คูณลากราน ( 1λ 2λ ) ได  

ตอมาทําการแทนคา derivatives ที่หามาลงในสมการ (3) เม่ือ i = 
3 ถึง 4  จะได 

 

( )2 21
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(12) 
 

( )2 21
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(13) 
หลังจากที่ไดทําการหาจลนศาสตร การเคลื่อนที่ของหุนยนตโค

บอทแบบสองมิติออกมาแลว ก็จะไดสมการการเคลื่อนที่อยางงายอยูใน
รูปแบบของ สมการเมตริกซ สองมิติ[3] ดังน้ี 
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โดยที่ พจน iiD  คือพจนของ ความเฉื่อยปรากฎของหุนยนต ที่ 

ขอตอ i  ดังน้ัน ความเรงที่ขอตอ i  เน่ืองจากแรงมอเตอรทีขอตอ i  

คือ ii iD θ&&  สวนพจน ijD  คือ Coupling Inertia ระหวางขอตอ i  กับ

ขอตอ j  ดังน้ันความเรงที่ขอตอ i  หรือ j  เน่ืองจากแรงมอเตอรที่

ขอตอ j  หรือ i  ตามลําดับคือ ij iD θ&&  และ ji jD θ&&  ตามลําดับ สวน 
2

ijj jD θ&  คือแรงเขาสูศูนยกลาง ที่กระทําที่ขอตอ i  เน่ืองจากความเร็ว

ที่ขอตอ j  
 

7.สรุป และ งานวจิัยในอนาคต 
 บทความนี้นําเสนอ การออกแบบและพัฒนาหุนยนต 

Pantograph Cobot หลักการในการวิเคราะหการเคลื่อนที่ และการ
ควบคุม และไดแสดงถึงวิธีและข้ึนตอนการหาสมการความเฉื่อยของ
หุนยนตโคบอทแบบสองมิติดวยวิธีการของลากรานฟอมูเลชั่นที่
จัดรูปแบบใหตัวคูณลากราน โดยสามารถหาและนําเสนอสมการ
พลศาสตรของแขนกลโคบอทแบบขนาน 

ปจจุบันงานวิจัยกําลังศึกษาใชความเฉื่อยปรากฏในการควบคุม
หุนยนตโคบอทสองมิติ ซ่ึงจะทําการหาสมการของความเฉื่อย กับคาตัว
แปรตางๆ ตามฟงกชั่น ทีไดทําการคิดข้ึน ซ่ึงเม่ือทําการหาสมการได
แลว หลงัจากนั้นก็จะทําการสรางระบบควบคุมหุนยนตโคบอทของจริง
แลวก็ทําการทดลองเพื่อตรวจสอบความถูกตองตอไป 

 
เอกสารอางอิง 
 [1] Moore, C., “Continuously Variable Transmission for Serial 

Link Cobot Architectures”, Master’s thesis, Department of 

Mechanical Engineering, Northwestern University, March 
1997 

[2] Lung-Wen Tsai, “Robot Analysis The Mechanics of Serial and 
Parallel Manipulators” ,A Wiley-Interscience Publication Joh 
Wiley & Sons, INC. 

[3] Saeed B. Niku , “Introduction to Robotics Analysis, Systems, 
Applications” ,Prentice Hall Upper Saddle River , NJ 07458 

[4] Wannasuphoprasit, W. and Cheepsumol, T. 2004. Parallel 
CVT mechanisms, Proceedings of the 2004 JSAE Annual 
Congress. JSAE Annual Congress Proceedings No. 64-04, 
Pacific Convention Plaza, Yokohama, Japan, 18-21 May 2004, 
code 20045459. 

 
 


