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บทคัดยอ  

งานวิจัยนี้ศึกษาการหมุนของจานระนาบที่มีมวลวางอยูดานบนเริ่มตนเคลื่อนที่จากสภาวะอยูนิ่ง โดยมวล
ไมลื่นไถลตลอดการเคลื่อนที่ เนื่องจากความเรงรวมของมวลสารถูกจํากัดโดยแรงเสียดทานของมวลสารกับพื้นจาน
ระนาบ คาความเรงเชิงมุมและความเร็วเชิงมุมของจานระนาบจึงถูกจํากัดไปดวย คาความเรงเชิงมุมสูงสุดและ
ความเร็วเชิงมุมสูงสุดที่สามารถเปนไปไดโดยมวลสารไมลื่นไถลสามารถหาไดโดยงาย สําหรับการเคลื่อนที่เริ่มตน
จากสภาวะอยูนิ่ง กรณีพิเศษแรกที่พิจารณาคือกรณีที่ความเรงเชิงมุมของการหมุนมีคาคงที่ ซึ่งพบวามวลสารจะลื่น
ไถลกอนความเร็วเชิงมุมของการหมุนจะมีคาสูงสุดที่เปนไปไดเสมอ สําหรับกรณีที่ความเรงเชิงมุมมีลักษณะเชิงเสน
ซึ่งลดลงดวยอัตราคงที่ พบวาการหมุนสามารถเพิ่มความเร็วขึ้นจนมีคาสูงสุดไดโดยไมเกิดการลื่นไถล ในกรณีที่
กําหนดใหความเรงรวมมีคาสูงสุดตลอดเวลา จะสามารถเขียนสมการอนุพันธของการเคลื่อนที่ได และหาการ
เคลื่อนที่ที่เกิดขึ้นไดโดยการแกสมการนั้น ในทั้งสองกรณีหลัง พบดวยวาจะสามารถกําหนดอัตราความเรงที่จะทํา
ใหจานระนาบหมุนจากสภาพอยูนิ่งจนมีความเร็วเชิงมุมสูงสุดและลดลงจนถึงศูนยใหมอยางตอเนื่องเปนวัฏจักรได
โดยมวลไมลื่นไถล 
คําหลัก: จานระนาบหมุน, การลื่นไถล, ความเรงเชิงมุม, ความเร็วเชิงมุม 
 
Abstract 
  This paper considered the rotation from rest of a horizontal plate with a mass on top which 
remained non-slipping through out the motion.  Since the total acceleration of the mass was limited by the 
friction force between the mass and the plate, the values of angular acceleration and velocity were also 
limited.  With the non-slipping condition, the maximum values of angular acceleration and velocity can be 
easily calculated.  For the motion from rest being studied, the first special case is that in which the 
angular acceleration was constant.  It was found that the mass would always slip before the angular 
velocity reached the maximum value.  For the case in which the acceleration decreased linearly, it was 
found that the angular velocity can reach the maximum value without the mass slipping.  The case in 
which the total acceleration of the mass was always at the maximum value, a differential equation for the 
motion was derived and solved numerically. In the two latter cases, it was possible to specify angular 
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accelerations to create non-slipping cyclic motions in which the plate started rotating from rest, attained 
the maximum angular velocity and then started slowing down until the velocity become zero again, 
repeatedly. 
Keywords: Rotating horizontal plates, slipping, angular acceleration, angular velocity. 
 

1. บทนํา 
ปญหาการลื่นไถลของวัตถุในระหวางการเคลื่อนที่

เปนโจทยพื้นฐานที่มีการศึกษาในหนังสือกลศาสตร
ทั่วไป [1,2,3] ในกรณีของวัตถุที่วางอยูบนพื้นระนาบที่
กําลังหมุน เมื่อกําหนดมวลสารของวัตถุ สัมประสิทธิ์
ความเสียดทานระหวางวัตถุกับพื้น และระยะหางจาก
จุดหมุนของวัตถุ เปนแบบฝกหัดพื้นฐานที่จะคํานวณ
ความเรงเชิงมุมสูงสุดหรือความเร็วเชิงมุมสูงสุดที่
สามารถจะเกิดขึ้นได โดยวัตถุจะไมลื่นไถล  แต
เนื่องจากความเรงของวัตถุที่ระยะหางใด ๆ จากจุด
หมุนจะมีสวนประกอบของความเร็วเชิงมุมและ
ความเรงเชิงมุมอยูดวยกัน ดังนั้น ในระหวางการ
เคลื่อนที่ที่ความเร็วเชิงมุมไมไดมีคาคงที่ นั่นคือมีทั้ง
ความเรงเชิงมุมและความเร็วเชิงมุมในเวลาเดียวกัน 
ขอแมของการไมลื่นไถลจะกอใหเกิดขอจํากัดตอ
ความเรงเชิงมุมและความเร็วเชิงมุมในขณะใด ๆ ของ
การเคลื่อนที่ ปญหาหนึ่งในทํานองนี้คือการเริ่มหมุน
จากสภาวะอยูนิ่งจนมีความเร็วเชิงมุมสูงสุดโดยวัตถุไม
ลื่นไถล ซึ่งเปนโจทยของการศึกษานี้ 

2. ทฤษฎีพ้ืนฐาน 
ใหกอนวัตถุที่มีมวลสาร m kg วางอยูบนจาน

ระนาบที่หมุนดวยความเร็วเชิงมุมθ และความเรง
เชิงมุมθ ที่ระยะหางจากจุดศูนยกลางของการหมุน r  
ใหสัมประสิทธิ์ความเสียดทานระหวางจานระนาบกับ
มวลมีคาเทากับ μ แรงเสียดทานสูงสุดระหวางพื้นกับ
มวลคือ [1,2,3]  

                   mgF μ=                   (1)  
  เมื่อ g คือความเรงเนื่องจากแรงโนมถวงของ

โลก  ถาหากไมมีการลื่นไถล  ระยะหางจากจุด
ศูนยกลางการหมุนมีคาคงที่ ดังนั้น ความเรงของการ
หมุนของมวล m คือ [1,2,3] 

               θθθ erera r
2−=           (2) 

เมื่อ re และ θe คือเวคเตอรหนวยตามแนวรัศมี
และแนวเสนสมัผัสตามลําดับ ดังนัน้ขนาดของ
ความเรงรวมคือ 

         
222 )()( θθ rra +=          (3) 

เนื่องจากแรงเสียดทานระหวางวัตถุและพื้นจาน
ระนาบเปนแรงเดียวที่กระทําตอวัตถุในระนาบของการ

เคลื่อนที่ จากกฎขอที่สองของนิวตัน( ∑F = ma) 
ขนาดของแรงเสียดทาน f ระหวางวัตถุและพื้นจาน
ระนาบคือ 

2/1222 ])()[( θθ rrmf +=  
ถาหากวัตถุไมเกิดการลื่นไถล แรงเสียดทานนี้

จะตองนอยกวาแรงเสียดทานสูงสุดใน (1) นัน่คือ 
mgrrm μθθ ≤+ 2/1222 ])()[(  

หรือสามารถเขียนอีกรูปหนึ่งคือ 

           
4222 )()( c≤+ θθ                (4) 

เมื่อ c เปนพารามิเตอรที่ต้ังขึ้นเพื่อความสะดวก 
มีหนวยเปน (1/เวลา) และมีความจํากัดความดังนี้ 

              )(2

r
gc μ

=                       (5) 

จากสมการ(4) คาความเรงเชิงมุมสูงสุดที่สามารถ
จะมีไดโดยวัตถุไมลื่นไถลจะเกิดขึ้นเมื่อความเร็ว
เชิงมุมมีคาเปนศูนย เชน ในตอนเริ่มตนหมุนจาน
ระนาบจากสภาวะอยูนิ่ง นั่นคือ 

                 
2

max c=θ                      (6) 
ในทํานองเดียวกัน คาความเร็วเชิงมุมสูงสุดที่

สามารถจะมีไดโดยวัตถุไมลื่นไถลจะเกิดขึ้นเมื่อ
ความเรงเชิงมุมมีคาเทากับศูนย  ดังนั้นความเร็ว
เชิงมุมสูงสุดคือ 

                 
c=maxθ                        (7) 

ในการศึกษานี้ เราจะพิจารณาการหมุนของจาน
ระนาบเริ่มตนจากสภาวะอยูนิ่งโดยมีเปาหมายคือ
ตองการใหจานระนาบมีความเร็วเชิงมุมสุดทายตาม
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สมการ (7) และวัตถุที่วางอยูบนจานระนาบมวลสาร m 
ไมเกิดการลื่นไถลตลอดการเคลื่อนที่ ในการเคลื่อนที่นี้ 
สรางสมมุติฐานดวยวา สามารถสรางความเรงเชิงมุม
เทาใดก็ไดตามตองการ นั่นคือ ไมมีขอจํากัดในการใส
แรงบิดตอจานระนาบ 

3. การเคลื่อนที่กรณีพิเศษ 
เริ่มตนโดยการพิจารณากรณีพิเศษ 2 กรณี ใน

การควบคุมความเรงในการหมุนจานระนาบดังตอไปนี้
คือ 
3.1 ความเรงคงที่   
     กําหนดใหความเรงเชิงมุมของการเคลื่อนที่มี
คาคงที่ดังนี้  

                
tt

ttac

<=

<<=

1

1
2

,0

0,

θ

θ
           (8) 

เ มื่ อ  t1 คื อ เ วล าที่ วั ตถุ เ ริ่ ม ลื่ น ไถล  และ  a คื อ
พารามิเตอรที่มีคา 

                        10 ≤< a                     (9) 
เนื่องจากจานระนาบเริ่มตนจากสภาพอยูนิ่ง  ความเร็ว
เชิงมุมที่เวลา t ใดๆ เมื่อ 0 < t < t1 มีคาเทากับ 

                         tac 2=θ                    (10) 
เนื่องจากวัตถุไมลื่นไถล  เมื่อแทนคาจากสมการ (8) 
และ (10) ลงในสมการที่ (4) จะได 

            
444222 )()( ctacac ≤+             (11) 

เวลา t1 ที่วัตถุเริ่มลื่นไถลจะหาไดจากสมการ 
44

1
4222 )()( ctacac =+  

หรือ 

               
a
a

c
t

4/12

1
)1(1 −

=                  (12) 

ความเร็วเชิงมุมในขณะที่วัตถุเริ่มลื่นไถลสามารถหาได
จาก (12) และ (10) นั่นคอื 

    catactt 4/12
1

2
1 )1()( −===θ          (13) 

     จากสมการ (9) a มีคานอยกวา 1 เสมอ ดังนั้น จะ
เห็นไดจาก (13) วาคาความเร็วเชิงมุมสุดทายจะนอย
กวาคาความเร็วสูงสุดที่สามารถมีไดใน (7) เสมอ ถา a 
มีคานอยและเขาใกล 0 คาความเร็วเชิงมุมใน (13) ก็
จะมีคาใกลคาใน (7) แตนัน่หมายความวาความเรง
เชิงมุมที่ใชจะมีคานอยเชนกนั และ t1  จากสมการ 

(12) จะมีคามาก ซึ่งอาจจะเปนสิ่งที่ไมตองการ ในทาง
กลับกัน ถาใหความเรงเชิงมุมมีคาสูงโดยใหคา a เขา
ใกล 1 คาความเร็วเชิงมุมสุดทายจาก (13) จะมีคาเขา
ใกล 0 ขึ้นเรื่อย ๆ และเวลา t1 ก็จะเขาใกล 0 เชนกัน 
ในกรณีที่ a = 1 นั่นคือ การหมุนเริ่มตนดวยความเรง
เชิงมุมสูงสุดใน (6) จะพบวา t1 = 0 และวัตถุจะลื่นไถล
ทันทีที่การเคลือ่นที่เริ่มขึน้ 
3.2 ความเรงลดลงดวยอัตราคงที่ 
      กําหนดใหความเรงเชิงมุมเปนฟงกชันเชิงเสน
เริ่มตนจากคาสูงสุดที่เปนไปไดใน (7) และลดลงจน
เปนศูนยดวยอัตราคงที่ในรูป 

          t
d
c

d
ctdtc

<=

<<−=

2

2
2

,0

0,

θ

θ

       
(14) 

ที่ขณะเวลา t ใดๆ ความเร็วเชิงมุมมีคา 

      

222

2
1)( dttcdtdtc

t

o
∫ −=−=θ        (15) 

      จาก (14) ความเร็วเชิงมุมสุดทายของการหมุนมี
คาเทากับความเร็วเชิงมุมเมื่อความเรงเชิงมุมเทากับ

ศูนยที่เวลา 
d
ct

2

=
 
นั่นคือ 

                d
c

d
ct

2
)(

42

==θ                   (16) 

แทนคา (14) และ (15) ใน (4) จะได 

     
442222 )

2
1()( cdttcdtc ≤−+−       (17) 

ซึ่งสามารถกระจายพจนไดเปน 

  
484732624

56482224

16
1

2
1

2
3

22

ctdtdctdc

dtctctddtcc

≤+−+

−++−
  (18) 

     เมื่อกําหนดคา d เราสามารถใชสมการ (18) ใน
การตรวจสอบไดวาการลื่นไถลจะเกิดขึ้นหรอืไม และ
ถาเกิดขึ้น จะเกิดขึ้นเมื่อใด  
3.2.1 ความเร็วสุดทายเปนความเร็วสูงสุดที่เปนไป
ได 
     หากกําหนดเพิ่มเติมใหความเร็วเชิงมุมสุดทายของ
การเคลื่อนที่เมื่อความเรงเชิงมุมลดลงจนเปนศูนยใน



 AMM 43 
 

สมการ (16) มีคาเทากับ ความเร็วเชิงมุมสูงสุดที่
เปนไปไดโดยวัตถุไมลื่นไถลในสมการ (7) เราสามารถ
หาคา d ได คือ 

                           2

3cd =                           (19) 

คาความเรงเชิงมุมใน (14) และความเร็วเชิงมุมใน 
(15) คือ 

             
c

tctc 20),2(
2

2

<<−=θ           (20) 

             

c
tctc

tctc

20),)2(4(
4

)
4

(

2

2
3

2

<<−−=

−=θ
    (21) 

สมการ (17) สามารถเขียนไดดังนี้ 

442
4

2
4

))2(4(
256

)2(
4

cctcctc
≤−−+−

 
หรือ 

04))2(4(
64
1)2( 422 ≤−−−+− ctct       (22)

 
      พจนทางซายมือของสมการ (22) มีคาเปนศูนยที่ 
t = 0 และ t = 2/c จะสามารถแสดงไดไมยากวาที่เวลา
ใดๆ ระหวาง 0 ถึง 2/c (หรือ 0 < ct < 2) พจนทาง
ซายมือของสมการ (22) จะมีคานอยกวาศูนยเสมอ 
นั่นคือ สมการ (22) เปนจริงและการลื่นไถลไมเกิดขึ้น 
รูปที่ 1 แสดงคาของพจนซายมือของสมการ (22) โดย
ใช ct เปนตัวแปรอิสระไมมีหนวย ดังนั้นสามารถสรุป
ไดวา ลักษณะการเคลื่อนที่ที่กําหนดใหตามสมการ 
(20) และ (21) นี้สามารถทําใหจานระนาบหมุนจาก
สภาวะอยูนิ่ง จนมีความเร็วสูงสุดที่เปนไปไดโดยมวล
สารไมลื่นไถลเลย เนื่องจากความเรงเชิงมุมเปนศูนย
หลังจาก t = 2/c จานระนาบจะหมุนดวยความเร็วคงที่
หลังจากนั้นโดยมวลสารไมลื่นไถล การเปลี่ยนแปลง

คาของความเร็วเชิงมุมที่ไมมีหนวย
)(ctd

d
c

θθ
= และ

ความเรง เชิงมุมที่ ไมมีหนวย  2

2

2 )(ctd
d

c
θθ

= เปน

ฟงกชันของเวลาไมมีหนวย ct ไดแสดงไวในรูปที่ 2 
 

 

 
รูปที่ 1 คาพจนทางซายมือของสมการ (22) ซึ่งยืนยนั 
           การไมลื่นไถล 

 
รูปที่ 2 ความเรงเชิงมุมและความเร็วเชิงมุมของการ 

            เคลื่อนที่ตาม (20) และ (21) 
      เปนสิ่งที่นาพิจารณาเพิ่มเติมวา ถาไมกําหนดให
ความเรงเชิงมุมเปนศูนยหลังจากเวลา t = 2/c คา
ความเร็วเชิงมุมใน (21) ฟงชั่นสมมาตรกับคา ct = 2 
โดยมีคาเทากับศูนยที่ ct = 0 และ ct = 4 ใน
ขณะเดียวกัน ขอแมของการไมลื่นไถลใน (22) ก็เปน
ฟงกชั่นสมมาตรกับคา ct = 2 ทําใหสมการ (22) เปน
จริงระหวางเวลา 2/c ถึง 4/c (หรือ 2 < ct < 4) ดวย 
ดังไดแสดงไวในรูปที่ 1 ดังนั้น ถากําหนดให 

     ctctc /40),2(
2

2

<<−=θ      (23) 

ทําให 

    cttctc /40),
4

( 2
3

2 <<−=θ        (24) 



 AMM 43 
 

      จานระนาบจะเริ่มเคลื่อนที่จากสภาวะอยูนิ่งและ
หมุนเร็วขึ้นเรื่อย ๆ จนมีความเร็วสูงสุดเทากับ  c ที
เวลา t = 2/c (ct = 2) และหลังจากนั้นจะเริ่มหมุนชา
ลงจนความเร็วเชิงมุมเปนศูนยอีกครั้งที่เวลา t = 4/c 
(ct =4)  ถาใสความเรงเชิงมุมในลักษณะใน (23) อีก
ครั้ง จานระนาบก็จะหมุนในลักษณะเดิมอีก นั่นคือ 
จานระนาบจะสามารถหมุนในลักษณะวัฏจักรโดยเริ่ม
จากสภาวะอยูนิ่ง หมุนเร็วขึ้นจนมีความเร็วสูงสุดที่
เปนไปไดโดยวัตถุไมลื่นไถล หมุนชาลงจนความเร็ว
เปนศูนย และเริ่มทําเชนนี้ซ้ําอีกไปเรื่อย ๆ โดยที่วัตถุ
จะไมลื่นไถลตลอดการเคลื่อนที่ ความเรงเชิงมุมและ
ความเร็วเชิงมุมของการหมุนในลักษณะนี้ไดแสดงไว
ในรูปที 3 

รูปที่ 3 ความเรงเชิงมุมและความเร็วเชิงมุมของการ 
           เคลือ่นที่เปนวัฏจักร 
     จากสมการ (23) และ (24) จะเห็นไดวา ถาหาก
เพิ่มเครื่องหมายลบใหพจนทางขวามือของทั้งสอง
สมการ การเคลื่อนที่ก็จะเปนเชนเดิมในทิศทางตรงกัน
ขาม  นั่นคือ  จานระนาบจะเคลื่ อนที่ เร็วขึ้นจนมี
ความเร็วสูงสุดที่สามารถเปนไปได และชาลงจน
ความเร็วเชิงมุมเปนศูนยอีกครั้งโดยวัตถุไมลื่นไถล
ตลอดการเคลื่อนที่ ดังนั้น การเคลื่อนที่เปนวัฏจักรอีก
รูปแบบหนึ่งที่สามารถเปนไปไดคือเริ่มจาก (23) และ 
(24) แลวตามดวยการเคลื่อนที่ซึ่งเปนลบของ (23) 
และ (24) ดังแสดงในรูปที่ 4 ในกรณีนี้ ความเรงเชิงมุม
จะเปนฟงกชันตอเนื่องเสมอ 
รูปที่ 4 ความเรงเชิงมุมและความเร็วเชิงมุมของการ 

เคลื่อนที่เปนวัฏจักรที่ความเรงเชิงมุมเปนฟงกชัน
ตอเนื่อง 
3.2.2 อัตราการลดความเรงสูงกวาสมการ (19) 
     อัตราการลดลงของความเรงอาจจะกําหนดให
แตกตางจากคาในสมการ (19) ได กรณีแรกที่จะ
พิจารณาคือกรณีที่ความเรงลดลงเร็วกวาคาใน (19) 
โดยกําหนดให 

               
1,

2

3

>= γγ cd                 (25) 

ความเร็วเชิงมุมเมื่อความเรงเชิงมุมเปนศูนยคือคา

ความเร็วเชิงมุมสูงสุดที่เวลา 
d
ct

2

3 =  คือ  

                γγ
θ c

cd
ct === )2(

2

3               (26)   

     เนื่องจาก  γ > 1 ความเร็วเชิงมุมสุดทายในกรณีนี้
จะตองนอยกวาคาความเร็วเชิงมุมสูงสุดจากที่เปนไป
ไดในสมการ (6) เนื่องจากความเรงเชิงมุมลดลงดวย
อัตราที่เร็วกวา (19) ขนาดของความเรงเชิงมุมและ
ความเร็วเชิงมุมที่เกิดขึ้นจะนอยกวาในกรณีของหัวขอ 
3.2.1ตลอดเวลา ดังนั้นจึงสามารถสรุปไดวาในกรณีนี้
วัตถุจะไมเกิดการลื่นไถลตลอดการเคลื่อนที่และ
ความเร็วเชิงมุมคาสุดทายจะนอยกวาความเร็วเชิงมุม
สูงสุดที่เปนไปได 
3.2.3 อัตราความเรงนอยกวาสมการ (19) 
     ถาหากอัตราการลดของความเรงนอยกวาที่
กําหนดในสมการ (19) นั่นคือ           

                 
1,

2

3

<= ββ cd          (27) 

จากสมการ (15) ความเร็วเชิงมุมคือ 
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                2
3

2

4
tctc βθ −=                    (28) 

วัตถุจะลื่นไถลกอนที่ความเรงเชิงมุมจะลดลงถึงศูนย 

ดังจะเห็นไดวาที่ 
cd

ct
β
22

==   คือเวลาที่ความเรง

เชิงมุมลดลงเปนศูนย จากการแทนคาในสมการ (16) 
พบวา 

                 
cc

c
t >==

ββ
θ )2(                  (29) 

      เนื่องจากความเร็วเชิงมุมใน (29) มีคามากกวา
ความเร็วเชิงมุมสูงสุดที่เปนไปไดในสมการ (7) แสดง
วาวัตถุตองเกิดการลื่นไถลกอนหนานั้น 
      ให t = T4 เปนเวลาที่การลื่นไถลเกิดขึ้น จาก
สมการ (17) เวลา T4 สามารถหาไดจาก 

     1)
4

()
2

1( 42
4

22
4 =−+− TcctcT ββ      (30) 

      คา T4 จะขึ้นกับคา β ที่กําหนด รูปที่ 5 แสดง
ความสัมพันธระหวาง cT4 และ β ตลอดจนคา

ความเร็วเชิงมุมไมมีหนวยสุดทาย (
)(ctd

d
c

θθ
= ) เมื่อ

การลื่นไถลเกิดขึ้น จะเห็นไดวาความเร็วเชิงมุม c/θ
ที่ไดมีคานอยกวา 1 เสมอ ดังนั้นจึงสรุปไดวาวัตถุจะ
เกิดการลื่นไถลกอนที่ความเร็วเชิ งมุมจะถึงค า
ความเร็วเชิงมุมสูงสุด 

รูปที่ 5 เวลาขณะที่วัตถุเริ่มลื่นไถล 
 

 
 

          รูปที่ 6 ความเร็วเชิงมุมขณะที่วัตถุเริ่มไถล 
4. สมการเชิงอนุพันธในกรณีความเรงรวมมี    

        คาสูงสุดเสมอและผลเฉลย 
     พิจารณากรณีที่ขนาดของความเรงรวมเทากับ
ความเรงสูงสุดตามเงื่อนไขของการไมลื่นไถล จาก
สมการ (4) คือ 

               ( ) 442)( c=+ θθ                (31) 
      เพื่อความสะดวก กําหนดให ctt =  เปนเวลาที่
ไรหนวย  ดังนั้นสมการ (32) สามารถเขียนไดในรูป 

         
1
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2

2
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⎠
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หาอนุพันธของสมการที่(33) เทียบกับ t   จะได 

042 2

23

3

3

2

2
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⎠
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d
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d
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d θθθθ         (33) 

เนื่องจาก 2

2

td
d θ  ไมเปนศูนยตลอดเวลา ดังนั้นเรา

สามารถจัดรูปสมการนี้ไดเปน 

          
02

3

3

3

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
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d
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d θθ               (34) 

      สมการ (34) เปนสมการอนุพันธของการเคลื่อนที่
โดยที่ความเรงรวมมีคาสูงสุดตลอดเวลา ถาหากการ
เคลื่อนที่เริ่มตนจากสภาวะอยูนิ่งดวยความเรงเชิงมุม
สูงสุดตาม (6) เงื่อนไขเริ่มตนของสมการอนุพันธคือ  

              

1)0(

0)0(

0)0(

2

2

==

==

==

t
td
d

t
td
d
t

θ

θ
θ

                       (35) 



 AMM 43 
 

     สมการอนุพันธ (34) เปนสมการอนุพันธไมเชงิเสน
ที่จะตองแกโดยใชวิธีการทางตัวเลขในการหาผลเฉลย
เราสามารถใชโปรแกรม MATLAB ในการหาผลเฉลย
ไดโดยงาย ชุดคําสั่งในการหาผลเฉลยไดแสดงไวใน
ภาคผนวก สวนผลเฉลยไดแสดงไวในรูปที่ 6 จากผล
เฉลย เราพบวาหากเราใสแรงบิดใหเกิดความเรง
เชิงมุมตามผลเฉลย  การเคลื่อนที่ จะใช เวลา  ct 
ประมาณ 1.3 เพื่อใหมีความเร็วเชิงมุมสูงสุดและ
ความเรงเชิงมุมเปนศูนย เวลาที่ไดนี้ควรจะเปนเวลาที่
สั้นที่สุดที่จะทําใหจานระนาบหมุนจากสภาพอยูนิ่งจน
มีความเร็วเชิงมุมสูงสุด หลังจากเวลานี้ จะสามารถ
กําหนดใหความเรงเชิงมุมเปนศูนย ซึ่งจะทําให
ความเร็วเชงิมุมมีคาคงที่ไปเรื่อย ๆ  
      ในรูปที่ 7 การแสดงผลเฉลยไดแสดงผลเมื่อเวลา
เพิ่มขึ้นเรื่อย ๆ เนื่องจากความเรงรวมเทากับความเรง
สูงสุดเสมอ วัตถุจะไมลื่นไถลตลอดเวลาของการ
เคลื่อนที่ และจะเห็นไดวาการหมุนจะมีลักษณะเปนวัฏ
จักร นั่นคือ จานระนาบจะเริ่มตนจากสภาวะอยูนิ่งและ
หมุนเร็วขึ้นเรื่อย ๆ จนมีความเร็วสูงสุด หลังจากนั้นจะ
หมุนชาลงจนความเร็วเชิงมุมเปนศูนย(หรือจานระนาบ
อยูนิ่ง)อีกครั้งหนึ่ง จากนั้นจะเริ่มหมุนในทิศทาง
ตรงกันขามกับการหมุนครั้งแรก (ความเร็วเชิงมุมเปน
ลบ) จนมีความเร็วเชิงมุมสูงสุด แลวชาลงจนความเร็ว
เชิงมุมเปนศูนย ซ้ําๆ อยูอยางนี้ไปเรื่อย ๆ 

รูปที่ 7 กราฟผลเฉลยของกรณีความเรงรวมมีคาสูงสุด 
 

 

5. บทสรุป 
จากการพิจารณารูปแบบตาง ๆ ของการหมุนของ

จานระนาบที่มีวัตถุวางอยูขางบนจากสภาวะอยูนิ่ง ซึ่ง
มีเปาหมายวาจะใหการหมุนมีคาความเร็วเชิงมุมสูงสุด
ที่เปนไปได โดยไมมีการลื่นไถลของวัตถุตลอดการ
เคลื่อนที่ ไดแสดงใหเห็นวาการเคลื่อนที่แบบความเรง
คงที่จะไมสามารถนําไปสูความเร็วเชิงมุมที่มีคาสูงสุด
ไดเพราะการลื่นไถลจะเกิดขึ้นกอนนั้นเสมอ จากนั้น
พบวาความเรงเชิงมุมที่เปนไปไดคือความเรงเชิงมุมที่
เริ่มตนจากคาสูงสุดและลดลงดวยอัตราคงที่ โดยที่
ความเร็วเชิงมุมสุดทายเมื่อความเรงเชิงมุมเปนศูนยมี
คาเทากับความเร็วเชิงมุมสูงสุด นอกจากนี้ เรา
สามารถหาสมการอนุพันธของการเคลื่อนที่ในกรณีที่
ความเรงรวมมีคาสูงสุดตลอดเวลา ผลเฉลยของสมการ
อนุพันธนี้สามารถหาไดโดยวิธีเชิงตัวเลข การให
ความเรงเชิงมุมตามผลเฉลยของสมการอนุพันธนาจะ
ทําใหจานระนาบไปถึงความเร็วเชิงมุมสูงสุดไดในเวลา
ที่สั้นที่สุด นอกจากนี้ การเคลื่อนที่ในลักษณะวัฏจักรที่
จานระนาบเริ่มจากสภาวะอยูนิ่งจนมีความเร็วเชิงมุม
สูงสุดและลดลงจนเปนศูนยอีกครั้งและเริ่มตนหมุนใหม
เปนวัฎจักรสามารถเปนไปได การเคลื่อนที่เปนวัฏจักร
นี้สามารถเกิดขึ้นทั้งในกรณีที่ความเรงลดลงดวยอัตรา
คงที่และความเรงเปนผลเฉลยของสมการอนุพันธที่พบ 
ผลที่ไดจากการศึกษานี้จะเปนประโยชนตอผูที่ตองการ
ออกแบบการเคลื่อนที่แบบหมุนของจานหรือโตะที่ไม
ตองการใหวัตถุที่วางอยูดานบนเกิดการลื่นไถล 
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ชุดคําสั่งในโปรแกรม MATLAB สําหรับกรณีความเรง
รวมมีคาสูงสุดเสมอ 
function pdot = dynamic(t,p) 
pdot = zeros(size(p)); 
pdot(1) = p(2); 
pdot(2) = p(3); 
pdot(3) = -2*(p(2))^3; 
p0 = [0 0 1]; 
[t,p] = ode45(‘dynamic’,[0 5],p0); 
plot(t,p) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
  
 


